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Aufgabe 1)
Sei a € R, a#0.

(a) Bestimmen Sie die beiden stationdren Punkte des Systems

¥ = ar—2xy

y = —2y+4dzy.

(b) Geben Sie ein « an, fiir das der eine stationédre Punkt stabil und der andere
instabil ist.

(c) Gegeben sei das Differentialgleichungssystem
Y1 = Y2
Yy = — (y1+yf+yz) :

Bestimmen Sie die Parameter o und [, so dass

Vy,y2) = ayi + By + 3

eine Ljapunov—Funktion des obigen Differentialgleichungssystems zum Gleich-
gewichtspunkt yi = y5 = 0 ist.

Losung zu Aufgabe 1)

(a) ¥ = ar—2zxy = z(a-—2y)
y = —2y+dxy = 2y(—1+2x)

stationare Punkte

und

(b) Jfey) = (a—Qy —21:)

J1(0.0) = (g —02) i; _ 5
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Fir a <0 ist (8) stabil und (%, %)T instabil.

(C) yr = Y
vy = —(y1+ui+ o)
V(yi,y2) = ayi+ Byl +v3

VV = (2ay1 +4By?>

2y2

<VV,f> = 20yys + 48y7y2 — 2y1y2 — 2u2y7 — 25
= 2(a—D)yys + 2020728 — 1) — 203
Wihle a=1 B =1/2, dann gilt
<VV,f> = —202<0 VYV (y, )" €R?
V(0,0) = 0
Viyys) > 0 Y (yi,52)" #(0,0)7

=—> V ist eine Ljapunov-Funktion.
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Aufgabe 2)

1
Gegeben ist die Variationsaufgabe : Minimiere I[y] = [ (#* + 4y* + (v)?) dt
0

unter der Nebenbedingung  y(0) =1.

a) Stellen Sie die Euler-Lagrange Gleichung des Variationsproblems auf und
geben Sie die natiirliche Randbedingung an.

b) Losen Sie die sich aus a) ergebende Randwertaufgabe.

c) Zeigen Sie, dass die Losung aus b) zugleich die Variationsaufgabe 16st.

Losung zu Aufgabe 2

(a) ftyy) = +4y*+y”,
1 /
I(y) = [, f(t,y,y)dt
fy = 8y>
fy/ = 2y/

Euler-Lagrange Dgln. 0= f, — 4 f, =8y —2y" =y’ — 4y =0
Natiirl. Randbed.  fy[1] =2¢/(1) =0 = ¢/(1) =0

(b) Randwertproblem:
y// — 4y =0
y(0) =1, y'(1)=0
Allg. Losung y(t) = Cre®t + Coe™
y(O) = Cl —+ 02 =1 } C - 672 62
y/(l) = 2(0162 — 02672) =0 1= 62 —+ 6_27 o

27D 727 cosh(2(t — 1))
2 + o2 ~ cosh(2)

y(t) =
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(c) Ist y =yo+ u, u(0) =0 Vergleichskurve, so folgt:

1
I(yo+u) — I(yo) = / [+ 4(yo + u)® + (yo + ')°] — [ + 495 + i |
0

1

— / 8you + 2ypu’) dt + /(4u2 + u'?) dt
0 0
1

1
+ / 2(4yo — yp)udt =0 O
0
0

> 2ypu




