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Aufgabe 1)

Sei α ∈ R , α 6= 0.

(a) Bestimmen Sie die beiden stationären Punkte des Systems

x′ = αx− 2xy

y′ = −2y + 4xy.

(b) Geben Sie ein α an, für das der eine stationäre Punkt stabil und der andere
instabil ist.

(c) Gegeben sei das Differentialgleichungssystem

y′1 = y2

y′2 = −
(

y1 + y31 + y2
)

·

Bestimmen Sie die Parameter α und β , so dass

V (y1, y2) = αy21 + βy41 + y22

eine Ljapunov–Funktion des obigen Differentialgleichungssystems zum Gleich-
gewichtspunkt y∗1 = y∗2 = 0 ist.

Lösung zu Aufgabe 1)

(a) x′ = αx− 2xy = x(α− 2y)
y′ = −2y + 4xy = 2y(−1 + 2x)

stationäre Punkte

x = 0 ∨ y = α
2

und
y = 0 ∨ x = 1/2

P0 =

(

0

0

)

P1 =

(

1/2

α/2

)

(b) Jf(x, y) =

(

α− 2y −2x
4y −2 + 4x

)

Jf(0, 0) =

(

α 0
0 −2

)

λ1 = α
λ2 = −2

Jf
(

1
2
, α

2

)

=

(

0 −1
2α 0

)

µ2 + 2α = 0
µ1,2 = ±

√
−2α
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Für α < 0 ist
(

0
0

)

stabil und
(

1
2
, α

2

)T
instabil.

(c) y′1 = y2

y′2 = −(y1 + y31 + y2)

V (y1, y2) = αy21 + βy41 + y22

∇V =
(

2αy1+4βy3
1

2y2

)

< ∇V, f > = 2αy1y2 + 4βy31y2 − 2y1y2 − 2y2y
3
1 − 2y22

= 2(α− 1)y1y2 + 2y2y
3
1(2β − 1)− 2y22

Wähle α = 1 β = 1/2 , dann gilt

< ∇V, f > = −2y22 ≤ 0 ∀ (y1, y2)
T ∈ R

2

V (0, 0) = 0

V (y1, y2) > 0 ∀ (y1, y2)
T 6= (0, 0)T

=⇒ V ist eine Ljapunov-Funktion.
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Aufgabe 2)

Gegeben ist die Variationsaufgabe : Minimiere I[y] =
1
∫

0

( t2 + 4y2 + (y′)2) dt

unter der Nebenbedingung y(0) = 1 .

a) Stellen Sie die Euler–Lagrange Gleichung des Variationsproblems auf und
geben Sie die natürliche Randbedingung an.

b) Lösen Sie die sich aus a) ergebende Randwertaufgabe.

c) Zeigen Sie, dass die Lösung aus b) zugleich die Variationsaufgabe löst.

Lösung zu Aufgabe 2

(a) f(t, y, y′) = t2 + 4y2 + y′2 ,

I(y) =
∫ 1

0
f(t, y, y′) dt

fy = 8y ,
fy′ = 2y′

Euler-Lagrange Dgln. 0 = fy − d
dt
fy′ = 8y − 2y′′ =⇒ y′′ − 4y = 0

Natürl. Randbed. fy′ [1] = 2y′(1) = 0 =⇒ y′(1) = 0

(b) Randwertproblem:
y′′ − 4y = 0
y(0) = 1, y′(1) = 0

Allg. Lösung y(t) = C1e
2t + C2e

−2t

y(0) = C1 + C2 = 1
y′(1) = 2(C1e

2 − C2e
−2) = 0

}

C1 =
e−2

e2 + e−2
, C2 =

e2

e2 + e−2

y(t) =
e2(t−1) + e−2(t−1)

e2 + e−2
=

cosh(2(t− 1))

cosh(2)
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(c) Ist y = y0 + u, u(0) = 0 Vergleichskurve, so folgt:

I(y0 + u)− I(y0) =

1
∫

0

[

t2 + 4(y0 + u)2 + (y′0 + u′)2
]

−
[

t2 + 4y20 + y′20
]

=

1
∫

0

(8y0u+ 2y′0u
′) dt+

1
∫

0

(4u2 + u′2) dt

≥ 2y′0u
∣

∣

∣

1

0
+

1
∫

0

2(4y0 − y′′0)u dt = 0 �


