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Aufgabe 1

a) Bestimmen Sie alle stationdren Punkte des Systems

v =ud —v?

v =(u+v)(1—w).
b) Untersuchen Sie die stationdren Punkte aus (a) auf Stabilitét.

c) Gegeben sei das System

' =20° — 4u?

v = — 3uv? — vt

Untersuchen Sie den stationéiren Punkt (0,0)7 mit Hilfe einer Ljapunov
Funktion der Form V(u,v) = au® + bv? auf Stabilitét.

Loésung zur Aufgabe 1:

a) Stationdre Punkte :

v=0—=—= u=v
vVV=0 = v=1oderu= —v

Damit erhiilt man die zwei stationdren Punkte Py, = (0,0)7 und P, =
(1, 1),

K 3u? —30?
Jf(u,v) = (1—1} 1—2'0—u)

A=) -G

Der Eigenwert 3 ist positiv. Der Punkt (1,1)7 ist instabil.

n-(l) en-(1)

Der Eigenwert 1 ist positiv, also ist auch der Punkt (0,0)7 instabil.
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¢) Mit dem Ansatz V(u,v) = au® + bv? gilt sicher V(0,0) =0.

—3uv?® — v

3 fopn2
Mit VV = (2au,2bv)" und f(u,v) = (QU 4m}3) folgt

S(u,v) :=< VV, f >= (4a — 6b)uv® — Sau®v? — 2bv*.

Wé&hlt man nun a,b > 0 mit a = 3b/2, so ist S(u,v) <0 fiir alle (u,v).
Auflerdem ist V' (u,v) > 0 fiir alle (u,v) # (0,0). Damit ist eine Ljapunov—
Funktion gefunden und der Punkt (0,0) ist gleichméfig stabiler Gleichge-
wichtspunkt.
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Aufgabe 2:

a) Losen Sie die Anfangswertaufgabe Y —Y’'—6Y = e Y(0) =0, Y'(0) =
1, mit Hilfe der Laplace Transformation.

b) Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem fir
U =v
v =6u + v
sowie die allgemeine Losung des Systems
u =v
v =6u+ v+ e .

Losung zur Aufgabe 2:

a)
1
s+2

sy —1—sy— 6y =

<—(s—3 2y =1
(s=3)(s+2y=1+—
1 1

=y =
Y G312 -3)(sr2p?
Die Ansatze
a b B 1
s—3 s+2 (s—3)(s+2)
Q@ Bs+v 1
s—3 (s+2)2 (s—3)(s+2)2
liefern . .
a = 5 b -3
1 1 _ 7
25 =73 7= "33
Also

11 LY, (1 Ts
Y=5\s—3 s+2) T2\ s-83 (sra2p

(siS‘ <siz>) +%(3i3— <32j28>2‘ <3f2>2)
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Damit erhalt man

1

Y(t) =< (egt — e_2t) + 2—5(63t — e % — 5te?)

b) Das System kann auf die DGL aus Teil a) zuriickgefiihrt werden. Die Losung
kann dort abgelesen werden. Fundamentalsystem wiire also (3, 3¢3)7, (e72!, —2¢721)T .

Eine partikulédre Losung der inhomogenen Aufgabe ist z. B. —g(te*%, (1—
2t)e ).

Wer Teil a) nicht gelost hat, sieht hoffentlich, dass man die Losung des Sy-
stems auf die Losung einer Dgl zweiter Ordnung zuriickfithren kann. Mann
erhilt mit Y :=wu, Y’ = v die Dgl aus Teil a)

Y'Y —6Y =e 2.

Das charakteristische Polynom hat die Nullstellen —2 und 3. Damit erhal-
ten wir als allgemeine Lolsung der homogenen Dgl

Yh = C1€72t + C2€3t.
Da —2 Nullstelle des Charakteristischen Polynoms ist, kann man fiir die

partikulire Losung der inhomogenen Aufgabe den Ansatz ate™? machen
und erhéalt

1
Y, = ——te 2.
p 5 €

Allgemeine Losong des Systems:

6325 67225 1 te*Qt
Y =a (3€3t) o (—ze%) 5 ((1 — Qt)e%))



