Tangentialebene:
Die beiden linear unabhangigen Vektoren

;’5 (u®) und 88—(110)

liegen tangential an die Flache F.

Sie spannen die Tangentialebene T o F' an die Flache F'im
Punkt x0 = p(u) auf.

Die Tangentialebene hat die Parameterdarstellung

ToF @ x=x° +>\ (0)+u (110), Ap€eER

Frage:
Wie kann ich den Flacheninhalt einer gegebenen Flache F' berechnen?
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Definition:
Sei p : D — R3 die Parameterdarstellung einer Flache, und sei K C D
kompakt, messbar und zusammenhangend.

Dann wird der Flacheninhalt von p(K') definiert durch das
Oberflachenintegral

/do— H ()xau2(u)

p(K)
Dabei nennt man den Term

do _/ H—( ) x 2P ()

our

auch das Oberflachenelement der Flache x = p(u).

Das Oberflachenintegral ist insbesondere unabhangig von der speziellen Pa-
rametrisierung der Flache. Dies folgt aus dem Transformationssatz.
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Beispiel:
Fir die Mantelflache des Zylinders Z = p(K) mit

= [0,27] x [0, H] C R?

und
7 COS ¢

x = p(yp, 2) 1=(rsin<p), (p,2) € R?

z

erhalt man wegen
H Ip 8p

den Wert
27 H

o(z) = /do = /rd(cp,z) = //rdzdcp =27mrH
Z 00

K
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Beispiel:
Ist die Flache der Graph einer skalaren Funktion, d.h. z3 = ¢(x1, z2), so gilt
fur die zugehorigen Tangentialvektoren

1 0] —90331
E;?_p X 88—p = 0] X 1 = | —¢z,
1 o Py P 1

Damit ergibt sich

op
‘a—xl 83:2 \/1+<Pm1+90a:2
und
O(p(K)) = [ do
pP(X)

/\/1 + 42, + 932, d(z1,22)
K
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Beispiel:

Wir berechnen die Oberflache des Paraboloids P gegeben durch

P:={(z1,22,23)T €R® : 23 =2 — 2% — 23, 27 + 23 < 2}

Dann gilt:
o(pP) = / \/1 + 423 + 23 d(z1,22)
x%+x%§2
V2 2mr 2
= /\/1—|—4r2rd<pd'r=7r/\/1—|—4sds
00 0
1 3/21°2 1 13
= 7|=(1+4 /] = (—27—1):—
W[6(+s) =[5 )) ="
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Bemerkung:
Fiir das Kreuzprodukt zweier Vektoren a, b € R3 gilt:
la x b|| = [la]|?|[b]|* — (a, b)?
Daraus folgt
op  op|®_[op|*|op|* _/op op)\’
8:1:1 81:2 o 8:1:1 8:1:2 8:1:1’8:132
Definiert man
op ||? op 9 op ||
E = —p ) F = —p’—p>2’ G:= —p 3
oxq ox1 Oxo oxo

so ergibt sich die Beziehung

do =\ EG — F2d(uq,u)
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Beispiel:
Fur das Oberflachenelement der Sphare
81? :{(x1a$2’x3)T ER3 . il:%—'—.’lj%—f—:p%:er}

ergeben sich mit der Parametrisierung tber Kugelkoordinaten

1 CoSsp cosf -
o | =7 | sinpcosh |, (p,0) € [0,27] x [—5,5]
3 sin@

die Beziehungen

op —singcosé op —Cospsing
8—=r COS p COS 6 , %zr —sinysind
¥ 0 cos 6

Daraus folgt

E=r%cos?0, F=0, G=r?
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Beispiel: (Fortsetzung)

do =\ EG — F2d(uy,us)

Aus der Beziehung

folgt daher
do=r2cosfd(,0), (p,0) € [0,27] x [—g g]

Wir kdnnen nun die Oberflache der Sphéare berechnen:

0 = /do= / /r2c059dgod9
S2 —7/2 0
2
= 27r?sin H‘W/ = 4xr2

—m/2
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Definition:
Sei x = p(u) eine C1-Parametrisierung einer Flache F = p(K), K C D
kompakt, messbar und zusammenhangend.

1) Fur eine stetige Funktion f : F — R definiert man das
Oberflachenintegral 1. Art durch

[16940:= [ 500) k2

8u2

2) Fiir ein stetiges Vektorfeld f : F — R3 definiert man das
Oberflachenintegral 2. Art durch

/f(x) do = /<f(p(u)),§—p X §—p> du
A Ul U

K
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Andere Darstellungen des Oberflachenintegrals 2. Art
Der Einheitsnormalenvektor n(x) auf der Flache F' ist gegeben durch
0 0
a—p 8 a—p
u u
n(x) = n(p(u)) = ‘ 1 2

op  Op
Ooupy Oup

Wir schreiben daher auch

[tdo = <f<p<u)>, op ‘9p>du
F Our

ouo

(E(p(w)), n(p(w))) H 4

8u2

(f(x),n(x)) do

|
Me— R— R—
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Bemerkung:

1) Physikalische Interpretation der Oberflachenintegrale:

Ist p(x) die Dichte einer massenbelegten Flache, so liefert das Integral
1. Art gerade die Gesamtmasse der Flache.

Ist f(x) ein Geschwindigkeitsfeld einer stationaren Stromung, so liefert
das Integral 2. Art die Flissigkeitsmenge, die pro Zeiteinheit durch die
Flache F stromt, d.h. den Fluss von f(x) durch die Flache F.

2) Ist F' eine geschlossene Flache, d.h. die Oberflachen eines kompakten
und einfach zusammenhangenden Korpers im R3, so schreiben wir
wiederum

ff(x) do bzw. ff(x) do
F F

Die Parametrisierung ist dabei so gewahlt, dass der Einheitsnormalen-
vektor n(x) nach auf3en weist.
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Satz: (Integralsatz von Gauld)

Sei G C R3 ein kompakter und messbarer Standardbereich, d.h. G sei
bezulglich jeder Koordinate projizierbar. Der Rand G bestehe aus endlich
vielen glatten Flachenstiicken mit au3erer Normale n(x).

Istf : D — R3 dann ein ¢1-Vektorfeld mit G C D, so gilt

/ div £(x) dx = f £(x) do

G oG
Interpretation:
Die linke Seite ist ein Bereichsintegral Uber die skalare Funktion
g(x) :=div f(x). Die rechte Seite ist ein Oberflachenintegral 2. Art
beziiglich des Vektorfeldes f(x). Ist f(x) das Geschwindigkeitsfeld
einer inkompressiblen Stromung, so gilt div f(x) = 0 und daher

f £(x)do = 0
oG
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Beispiel:
Wir betrachten das Vektorfeld f(x) = x und die Kugel K:
K = {(z1,z2,23)T € R3 : :c% + a:% + x% <1}
Dann gilt offensichtlich
divf(x) =3
und damit

/div f(x)dx = 3 - VoI(K) = 4r
K

Das entsprechende Oberflachenintegral a3t sich am besten durch
Ubergang auf Kugelkoordinaten, d.h. die Parametrisierung der Kugel
durch Kugelkoordinaten, berechnen.
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Satz: (Formeln von Green)

Die Menge G C R3 erfiille die Voraussetzungen des GauRschen
Integralsatzes. Fur C2—Funktionen f,g : D — R, G C D, gelten
dann die Relationen:

C[(ng-F(Vf,Vg))dx _ ai f% o
/(ng—gAf)dx — %(fg_i_g%> N
¢ 8G

Hierbei bezeichnet
of
—(x) = Dn f(x), x€0G
on

die Richtungsableitung von f(x) in Richtung des auf3eren Einheitsnormalen-
vektors n(x).
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Beweis: Wir setzen

F(x) = f(x) - Vg(x)
Dann gilt

vreo = O (; 09) L 0 (04, 0 (
dvF(x) = oxq (f (9381) * oxo (f 8w2> T 0xs3 (f 83?3)
= f-Ag+(Vf,Vg)

Wir wenden nun den Gaul3schen Integralsatz an:

/(ng—|—<Vf,Vg))dx = /divF(x)dx: 7{<F,n>do
G

G oG
ff(Vg,n) do = %f@do
on
oG oG
Die zweite Greensche Formel folgt direkt durch Vertauschen von f und g.
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Satz: (Integralsatz von Stokes)

Seif : D — R3 ein ¢l-Vektorfeld auf einem Gebiet D C R3. Weiter sei
F = p(K) eine Flache in D, F C D, mit der Parametrisierung x = p(u),
u € R2.

K C R? sei ein Greenscher Bereich. Der Rand 8K werde durch eine stiick-

weise glatte C1—Kurve ¢ parametrisiert, deren Bild €(¢) := p(c(¢)) dann den
Rand OF der Flache F' parametrisiert.

Die Orientierung der Randkurve €(t) sei hierbei so gewahlt, dass
n(¢(t)) x ¢(t) in Richtung der Flache weist.
Dann gilt

/rotf(x) do = 7{ f(x) dx

F OF
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Beispiel:
Gegeben sei das Vektorfeld

f(.’l?, Y, Z) = (_ya z, _z)T
und die geschlossene Kurve ¢ : [0, 27] — R3 parametrisiert durch

c(t) = (cost,sint,0)T, o<t<o2r

Dann gilt:
2w
FEeoax = [(E(e®)),e®) dt
c 0
2, [ —sint —sint
= /< cost , cost >dt
0 0 0
27
= /(sith + cos?t) dt = 27
0
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Beispiel: (Fortsetzung)
Wir definieren nun eine Flache F ¢ R3, die durch die Kurve c(¢) berandet

wird:
x COS p COS Y
(y) = ( Sin ¢ cos ) =: p(p, )
z siny
mit (p,v¢) € K = [0,2x] x [0,7/2], d.h. die Flache F ist gerade die obere
Kugelhalfte.

Der Integralsatz von Stokes besagt nun:

/ rot £(x) do = 7( £(x) dx

F c=0F
Wir haben bereits die rechte Seite, ein Kurvenintegral 2. Art, berechnet:
j{ f(x)dx = 2=«

c=0F
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Beispiel: (Fortsetzung)

Es bleibt also das Oberflachenintegral 2. Art:

op

/rotf(x) do =/<r0tf(p(cp b)), —(P X o

F K
Beachte: Die rechte Seite ist ein Bereichsintegral.

> dipda)

Man berechnet direkt, dass rotf(x) = (0, 0, 2)7 gilt und

2
8p 8p cgs % cos2 P
3 3¢ Sin ¢ COs< Y

¥ sin 1) COS 1

Daraus folgt:
71'/2 21T 7T/2

/rotf(x)doz / /2sin¢cos¢d<pd;b=27r / sin(2y) dy = 2«

F 0 O 0
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