Satz:

Ist f(x) stetig auf einem Normalbereich

D={(z,y) €ER? : a<z<b A g(x) <y<h()}

so gilt
b h(z)
[i@ax= [ [ f@y)dyda
D @ g(z)
Bemerkung:

Analoge Beziehungen gelten flr hohere Dimensionen. Ist D C R"™ eine proji-
zierbare Menge, so gilt

(X)
/ f(x)dx = / 1’b/ f(x)dz; | dx
D B\ p(xX)
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Beispiel: Gegeben sei die Funktion

flz,y) =z+2y
Berechne das Integral Uber der durch zwei Parabeln begrenzten Flache
D:={(z,y) : -1<az<1A2?<y<2-27%)

Die Menge D ist ein Normalbereich und f(x, vy) ist stetig:

22 1 5

2 2—x
/ (z +2y)dy | dx = / [a:y—l—y ]m2 dx
22 ~1

[ i@ yax =
D

(z(2 —22) + (2 — 22)2 — 23 — 2¥)dx

16
(—223 — 422 4+ 22 4 4)dz = =

I
||—‘\|—l ,l_.\,_‘ Il—‘\l—‘
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Beispiel: Zu berechnen ist das Volumen des Rotationsparaboloids:
V.= {(m,y,z)T 22y <1 A4 y2 <2< 1}
Darstellung von V' als Normalbereich

V= {(z,y,2)"

—1<z<1 A —\1-2°2<y<y1-2z2 A x2+y2§z§1}

Damit gilt:
1 1—22 1 1 V1-22
vol(V) = / / / dzdydr = / / (1 — 22 — y?)dydzx
—1_\/1_z2 2242 -1 —\/ﬁ

1
4
= ...=—/(].—:EQ)?’/Qdaj:I
3_1 2

127

Integration Uber allgemeine Integrationsbereiche

Sei D C R™ eine kompakte und messbare Menge.

Man nennt Z = {D1, ..., Dy} eine allgemeine Zerlegung von D, falls die
Mengen D;, kompakt, messbar und zusammenhangend sind und

m
UDj=D und Vi#j: DInDY=0
i=1

gelten.
Ferner heif3t

diamD; :=sup{|x—-y| : x,y€ D}
der Durchmesser der Menge D, und
|Z|| := max{diamD; @ j=1,...,m}

die Feinheit der allgemeinen Zerlegung Z.
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Riemannsche Summe fir allgemeine Zerlegungen:

Fur eine stetige Funktion f : D — R definiert man die Riemannschen Sum-
men

m .
Ri(Z) = ) f(x))vol(Dy)
=1
mit beliebigenxy € D;, j =1,...,m.
Satz:

Fir jede Folge (Z)cn allgemeiner Zerlegungen von D mit || Zg|| — O
(fur k — oo) und fur jede Folge zugehoriger Riemannscher
Summen R¢(Zy,) gilt:

lim Ry(Z) =gf(x)dx
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Anwendungen der Bereichsintegrale auf die Berechnung von Schwerpunk-
ten oder Tragheitsmomenten von Flachen und Korpern.

A) Schwerpunkt einer Flache oder eines Korpers:
Definition:
Sei D C R? (bzw. R3) eine messbare Menge, p(x), x € D, eine

vorgegebene Massendichte. Dann ist der Schwerpunkt der Flache
(bzw. des Korpers) D gegeben durch

- [p p(x)xdx

Jp p(x)dx
Das Zahlerintegral (Gber eine vektorwertige Funktion) ist hierbei koordinaten-
weise zu berechnen.
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Beispiel: Zu berechnen ist der Schwerpunkt der Pyramide P:
Pi={ (2,97 : max(yl,lz) < 51, 0<a<h

Unter der Annahme konstanter Dichte berechnen wir das Volumen von P:

h S 3%
vol (P) = / / / dzdyda
0% %
h%aaf
— 9T yd
/thyw
0 -5k
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Beispiel: (Fortsetzung)
Weiter gilt:

IS
8
N

dzdydxr = dydzx

O —

NET—N
8
g >
<

/

|
S

VET—N8
S

dx

|
O — =

B
=%
O Oy
w
— — o:‘

Der Schwerpunkt von P liegt daher im Punkt xs = (3h,0 0,0)T.
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B) Tragheitsmomente von Flachen oder Korpern:

Definition: (TrAgheitsmoment bezuglich einer Achse)

Sei D C R? (bzw. R3) eine messbare Menge, p(x) bezeichne fir x € D
eine Massendichte und r(x) den Abstand des Punktes x € D von einer
vorgegebenen Drehachse.

Dann besitzt D beziglich dieser Achse das Tragheitsmoment
© Achse ‘= / p(x)r2(x)dx
D

Beispiel: Gegeben sei der homogene Zylinder Z:

Z:={(@y,)" : 2®+y><r? -1/2<2<1/2}
Wir berechnen das Tragheitsmoment bezuglich der z—Achse:
©—Achse = /p(y2 + 22)d(z,y, 2)

Z
unter der Annahme konstanter Dichte p.
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Beispiel: (Fortsetzung)
Es gilt:

©,—_Achse = p/(y2 + Z2)d($,y,Z)

r Vri—z? 1/2
= 5 / / (y2 + 22) dzdyda
w2 g2 /2
22 3

=p/ { (ly? + ) dyds

7rlr

= (3r +12)
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Transformationssatz:
Dies verallgemeinert die Substitutionsregel aus Analysis Il
Satz:

Sei® : U — R", U C R" offen, eine C1-Abbildung. D C U sei eine
kompakte, messbare Menge, so dass & auf D° einen C1-Diffeomorphismus
bildet.

Dann ist auch ®(D) kompakt und messbar, und fir jede stetige Funktion
f (D) = Ragilt:

/ f(x)dx=/f(<b(u))|detJ<b(u)|du
(D) D
Bemerkung:

Man beachte, dass im Transformationssatz die Bijektivitat von & nur auf dem
inneren Bereich DO gefordert wird — nicht jedoch auf dem Rand!
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Bespiel: Berechne den Schwerpunkt eines homogenen Kugeloktanten:

V= {(z,y,2,)T : e+ 4>+ 2°<1 A z,y,2 > 0}

Hier ist es einfacher den Schwerpunkt in Kugelkoordinaten zu berechnen:

x r COS (p COS Y
Y = frsingocosw = Cb(?“,SOﬂP)
z ')"Sin”(ﬂ

Die Transformation ist auf ganz R3 definiert und mit

D =[0,1] x [o,g x [o,g
gilt (D) = V.

Weiter ist & auf der offenen Menge DO ein ¢1-Diffeomorphismus und

detJP(r, ¢, ) = 12 COS
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Bespiel: (Fortsetzung)

Nach dem Transformationssatz folgt

17/27/2
vol (V) =/dx=/ / / r2 cos¢d1pd<pdr=%
1% 0 0 O
und
w/27m)2
vol (V) -zs = /a:dxz / /(rCOSgocosw)choswdwdgodr
1% 0 O

COS pdyp - / cos? Pdy = 17r—6

1

/

0

/2 /2
-/

0

0

Daraus folgt zs = 3.

Analog berechnet man ys = zs = %.

137

Beispiel: Der Steinersche Satz

Fir das Tragheitsmoment eines homogenen Korpers K mit Gesamtmasse m
gilt beztiglich einer vorgegebenen Drehachse A

©4 =md? + Oy

Hierbei ist S die zu A parallele Achse durch den Schwerpunkt xs des Korpers
K und d der Abstand des Schwerpunktes xs von der Achse A.

Idee zur Herleitung: Setze x := ®(u) = x5 + u. Dann gilt:
O, = p/(<x,x> — (x,a)2)dx
K
= b [ (fxs 0%+ 1) = (xs+1,2)2)dx
D

wobei

D ={x—-xs:x€K}
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