2.4 Das Newton—Verfahren fur nichtlineare Gleichungssysteme

Problem: Wir suchen die Nullstellen einer Funktion f : D — R" mit
D C R™:

f(x)=0
Wir kennen bereits die Fixpunktiteration
xkt+1 . — d>(xk)
mit Startwert x° und Iterationsvorschrift ® : R"* — R™.

Konvergenzaussagen liefert der Banachsche Fixpunktsatz.

Vorteil:  Verfahren ist ableitungsfrei
Nachteile:

e Numerisches Verfahren konvergiert langsam (linear),

e Keine eindeutige Iterationsvorschrift.
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Alternative: Newton—Verfahren fir vektorwertige Funktionen

Gegeben sei eine C1—Funktion f : D — R™, D C R" offen Wir suchen eine
Nullstelle, d.h ein x* € D mit

fx)=0
Taylor—Entwicklung von f(x) um einen Startwert x° lautet
£(0) = £(x%) + I (%) (x — x%) + o(||x - x°|))
Setzen wir x = x*, so folgt
JIFxO (x — x°) ~ —£(x°)
Eine N&herungslésung fiir x* ist dann x1, die Ldsung des LGS

IO (x! = x9) = —£(x9)
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Das Newton—Verfahren lautet somit
fir k=0,1,2,...
JIE(xF) . AxF = —f(xF)
xk+1 = xk 4 Axk

Man muss also im Newton—Verfahren in jedem Iterationsschritt ein LGS |6sen.
Die Lésung Ax* heiRt Newton—Korrektur.

Das Newton—Verfahren ist skalierungsinvariant:

Satz: Das Newton—Verfahren ist invariant unter allen Transformationen
(Skalierungen) der Form

f(x) — g(x) = Af(x)

mit einer regularen Matrix A € R(n) d.h. die lterierten fur £ und g sind
identisch.
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Satz: (Konvergenzsatz)
Seif : D — R" eine C1—Funktion, D C R™ offen und konvex.
Sei x* € D mit f(x*) = 0. Die Jacobi—-Matrix Jf(x) sei regular fir x € D,
und es gelte eine Lipschitz—Bedingung
I(IE)~H(IE(y) — IEE)| < Ly — vl
fur alle x,y € D mit L > O.
Fur alle Startwerte x0 € D mit

2
Wmmw<z:rum_m@3cp

ist dann das Newton—Verfahren wohldefiniert mit x* € K.(x*), k =
0,1,2,..., und die Newton-lterierten x* konvergieren quadratisch gegen

x*:
S Lok w2
It — x| < S -
Ferner ist x* die einzige Nullstelle von f(x) innerhalb K,(x*).
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Das gedampfte Newton—Verfahren

Das Newton—Verfahren konvergiert zwar quadratisch, aber nur lokal.
Globale Konvergenz kann durch einen Dampfungsterm verbessert werden:

fur k=0,1,2,...
JIE(xF) . axF = —f(xF)
xFHl = xF 4 )\kAxk

Gedampfte Newton—\Verfahren mit Dampfungsparameter )\, € (0, 1].

Frage: Wie wahlt man die Dampfungsfaktoren A\;?
Verwende eine Testfunktion T'(x) mit

T(x) > 0, VxeD

sodass die Folge T'(x*) monoton fallt.
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Bemerkung:

Befindet man sich beim gedampften Newton—Verfahren in der Nahe der ge-
suchten Losung x*, so sollte A;, = 1 gewahlt werden. Nur das sichert die
(lokale) quadratische Konvergenz.

Beispiel:

Bei praktischen Anwendungen verwendet man haufig die Testfunktion
T(x) = [If()]3

Fur diesen Fall gilt der folgende Satz.

Satz:
Sei f eine C1-Funktion auf der offenen und konvexen Menge D C R™.
Fur x* € D mit £(x*) # 0 gilt dann:

Jup, 0 YA€ (0, pp) @ [IFGF 4+ 2A2R)|3 < [1£(x7)|13
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Dampfungsstrategie:

1 .
k=0 : Manwahle \g € {1, ,Z,...,)\mm} maglichst grof3,

N~

so dass qilt:
T(x% + MoAx?) < T(x°)
k>0 @ Ap = X1
falls T(x* + A\, AxF) < T(xF)
Xk+1 = Xk + )\kAxk

)‘k . falls )‘k =1
)\k =
2\, © sonst
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Dampfungsstrategie: (Fortsetzung)
sonst:
?7 Z) R )‘mzn}
k k k
so dass T'(x" + pAx") < T(x%)

)‘k =u

Bemerkung: Die Testfunktion ist nicht skalierungsinvariant.

Daher ist der sogenannte naturliche Monotonietest sinnvoll:
IIEGF)THEGHTD || < (IIEGR) TGN
Es gilt dabei:
laxk] = 3R M)
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Kapitel 3: Integralrechnung mehrerer Variablen

3.1 Bereichsintegrale
Gegeben sei eine Funktion f : D — R mit Definitionsbereich D C R".

Ziel: Berechnung des Volumens unterhalb des Graphen von f(x):
V= /f(x)dx
D

Erinnerung Analysis II:
Riemann-Integral einer Funktion f(x) tGber dem Intervall [a, b]:

b
I=/f(a:)d:c

Das Integral war als Grenzwert von Ober—und Untersumme, fur den Fall, dass
die Feinheit der Zerlegung gegen Null strebt und ein gemeinsamer Grenzwert
existiert, definiert.
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Konstruktionsprinzip des Integrals mehrerer Veranderlichen analog,
aber der Definitionsbereich D ist komplizierter.

Zunachst betrachten wir n = 2 und einen Definitionsbereich D der Form
D = [a1,b— 1] X [as, by] C R?

d.h. D ist ein kompakter Quader (Rechteck).
Weiter sei f : D — R eine beschrankte Funktion.

Definition:

1) Mannennt Z = {(zg,z1,---,2Zn), (Y0, Y1, --,Ym)} €ine Zerlegung des
Quaders D = [a1,b — 1] X [as, by], falls gelten

a1 =z20< 21 <...<xp =01
a2 =yo <Y1 <...<ym =0bo

Mit Z(D) wird die Menge der Zerlegungen von D bezeichnet.
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Definition:  (Fortsetzung)

2) Die Feinheit einer Zerlegung Z € Z(D) ist gegeben durch
1Z]] = max{l|z;41 — zil; lyj41 — y;1}
3) Fur eine vorgegebene Zerlegung Z nennt man die Mengen
Qij = lzimig1] X [yj,y541]
die Teilquader der Zerlegung Z. Das Volumen des Teilquaders Q;; ist
vol(Qi5) ‘= (i1 — =) - (Yj41 — v;)
4) Fur beliebige Punkte x;; € Q;; der jeweiligen Teilquader nennt man
Ry(Z) = Z f(xi;) - vol(Q;;)
]
eine Riemannsche Summe zur Zerlegung Z.
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Definition: (Fortsetzung)
5) Analog zum Integral einer Variablen heif3en
Ui(Z) = inf f(x)-vol(Q;;
ORI ORI
Of(2) = ) sup f(x)-vol(Q;j)
i,j X€Wij
die Riemannnsche Unter— bzw. Obersumme der Funktion f(x) zur
Zerlegung Z.

Bemerkung:

Eine Riemannsche Summe zur Zerlegung Z liegt stets zwischen der Unter—
und Obersumme dieser Zerlegung, d.h.

Ui(Z) < Ry(Z) <04(2)
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Bemerkung:

Ensteht eine Zerlegung Z5 aus der Zerlegung Z4 durch Hinzunahme weiterer
Zwischenpunkte xz; und/oder y;, so gilt

Up(Z2) 2 Up(Z1)  Ofp(Z2) < 05(Z71)

Fur zwei beliebige Zerlegungen Z; und Z5 gilt stets:

Us(Z1) < 04(25)

Was passiert mit den Unter— und Obersummen im Grenzwert || Z|| — O:
Uy = sup{Us(2) : Z € Z(D)}
Oy = inf{Os(2) : Z € Z(D)}

Die beiden Werte U und O existieren, da Unter— und Obersumme geeigne-
te Monotonieeigenschaften besitzen.
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Definition:

1) Riemannsches Unter— bzw. Oberintegral der Funktion f(x) tber D:

/f(x)dx = sup{Us(2) : Z € Z(D)}

D
*
/f(x)dx = inf{O;(Z) : Z € Z(D)}
D
2) Die Funktion f(x) nennt man Riemann-integrierbar Uber D, falls

Unter— und Oberintegral tbereinstimmen. Das Riemann-Integral von
f(x) Uber D ist dann

/f(x)dx::/f(x)dx:/*f(x)dx
D * D

D
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Bemerkung:
Wir haben bis jetzt den Fall von zwei Variablen betrachtet:

f:D—>R,  DeR?
betrachtet.

In hdheren Dimensionen n > 2 ist die Vorgehensweise analog.

Schreibweise firn = 2 und n = 3:

[ 1@ wdedy [ f(w,y, 2)dwdydz
D D

oder auch

//D f(z, y)dzdy ///D f(z,y, z)dzdydz
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