Richtungsableitungen

Definition: Sei f : D — R, D C R" offen, x0 € D. Firr einen Vektor
v € R\ {0} heil3t

0 _ 0
t—0 t
die Richtungsableitung (Gateaux—Ableitung) von f(x) in Richtung v.
Beispiel: Sei f(z,y) = 22 4+ y2 und v = (1,1)7T. Dann gilt fiir die
Richtungsableitung in Richtung v:

2 2 .2 .2
lim (z4+t)*+@W+t)s—a—y

D =
v f(xa y) {—0 +
_ 2zt + 12 + 2yt + 2
T =0 t
= 2(z+vy)
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Bemerkung:
1) Fur v = e; ist die Richtungsableitung gerade die partielle Ableitung
nach x;:
0
Dy £(x%) = 2L (x0)
8:cz~
2) Ist v ein Einheitsvektor, also ||v|| = 1, so beschreibt die Richtungs-

ableitung Dv f(x°) die Steigung von f(x) in Richtung v.

3) Ist f(x) in x0 differenzierbar, so existieren samtliche Richtungsablei-
tungen von f(x) in x9 und es gilt:

Dy f(x°) = grad f(x°) - v
Dies folgt aus Anwendung der Kettenregel fir h(¢) := x9 + ¢v
0y — i _ 0 /
Dy () = Z(f o h)|i—o = grad £(x%) - b'(0)
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Satz: (Eigenschaften des Gradienten)
Sei f: D — R, D c R" offen, in x0 € D differenzierbar.

1) Der Gradientenvektor grad f(x°) € R™ steht senkrecht auf der
Niveaumenge

Ny :={x€D : f(x) = f(x°)}
Im Fall n = 2 nennt man die Niveaumengen auch Hohenlinien, im
Fall n = 3 heiRen die Niveaumengen auch Aquipotentialflachen.

2) Der Gradient grad f(x9) gibt die Richtung des steilsten Anstiegs von
f(x) im Punkt x9 an.

Beweisidee:
1) Anwendung der Kettenregel
2) Cauchy-Schwarzsche Ungleichung
Dy f(x9)] < |lgrad £(x°) |2
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Krummlinige Koordinaten
Sei® : U — V, U,V C R" offen, eine C1-Abbildung, fiir die die
Jacobimatrix J®(u°) an jeder Stelle u® € U regular ist.

Weiter existiere die Umkehrabbildung @1 : V' — U und sei ebenfalls
eine C1-Abbildung.

Dann definiert x = ®(u) eine Koordinatentransformation von den
Koordinaten u auf x.

Beispiel: Polarkoordinaten
Betrachte fir n = 2 die (Polar)Koordinaten u = (r,) mit » > 0 und
—7m < ¢ < mund setze
x = 7rcosyp
y = rsSing
mit den kartesischen Koordinaten x = (z, y).
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Umrechung von partiellen Ableitungen von u auf x
Zunachst gelten fiir alle u € U mit x = ®(u) die folgenden Relationen:
& H(d(uw) = u
Jo 1(x)-J®(u) = I, (Kettenregel)
Jel(x) = (Je() !
Seinun f: V — R eine gegebene Funktion und setze

f) == f(@(w)

Dann folgt aus der Kettenregel:
Of _ N~ 050%; . {~ 50f

> g

8qu~ - j=1 8$j 3qu o j=1 8£Ej
mit
. L .
g7 =" G = (V) = T e)’
8ui
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Abklrzende Schreibweise:

9 _ vy i 2
8uz- j=1 8:Ej
Analog lassen sich die partiellen Ableitungen nach x; durch die partiellen
Ableitungen nach u; ausdrucken:

mit
(9;) =@ t=@e)y =g H!

Man erhalt diese Beziehungen durch Anwendung der Kettenregel auf die
Funktion ®—1.
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Beispiel: (Polarkoordinaten)

Wir betrachten die Polarkoordinaten

= B(u) = (rCOScp)

rsin e

Dann berechnet man

Jo(u) = COSp —rsSingp
— \ sinp rcosep

und damit
1
N COS ¢ sin ¢ COos —;Slngo
(7)) = . (9i5) = .
—rsing rcosy sing  ~cosg
r
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Die Umrechnung der partiellen Ableitungen lautet:

3 = COS 3—lsin ﬂ
or Soar r Soago
0

— = sin 2+lcos 3
oy 9037" r (’Oﬁgo

Damit lasst sich etwa der Laplace—Operator auf Polarkoordinaten um-
rechnen:

0% 5 02 sin(2yp) 82 sin2p 92 sin(2¢) &  sin2¢ 9

a0 COS™ 5 5 5 + 5 — - -
ox or r  Ordyp r< Oy r Oy r Or
8_2 — sin?y H2 " sin(2¢p) 82 cos?y 92 sin(2p) 9 cos? Xl
Oy? or2 r  Ordyp r2  9p2 r2 Oy r Or

52 52 H2 1 82 10

AN = — - - =
Ox2 T oy2  Or2 T r2 02 1 Or
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Beispiel: (Kugelkoordinaten)
Wir betrachten die Kugelkoordinaten

r COS (p COS 0
x=®(u) = | rsinpcoso
rsiné

Die Jacobi—Matrix ist dann gegeben durch:
COSp COSH —rsingpcosd —rcosesing

J®(u) = | sinpcosd rcosepcosh —rsinpsind
sin @ 0 r COS 6

Partielle Ableitungen:

0 0 sinp 0 1 . 0

— = COSp COS — — ———— — — — COSp Sinf —

ox or rcosfodp r o0
1

3 = sSine cos@£+ coS® 3——singo sinH3

oy or rcosfop r o0

0

— = sineé—l—l cos@3
0z or r 00

Laplace—Operator:

92 1 52 1 82 208 tand o

02 T 2cos200,2 T 2oz T i or T 2 o0

A\ =
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