Der Laplace—Operator ist definiert durch

>
A = —
2
i=1 97;
Fir eine skalare Funktion u(x) = u(xq,...,zy) ist also

" 92y
AUI Z—2=u$1m1—|——|—umnmn
i=1 07;

Bedeutung: Partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung

uyr = Au (Wellengleichung)
ur = Au (Warmeleitungsgleichung)

Au = 0 (Laplace—Gleichung oder Potentialgleichung)
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Vektorwertige Funktionen

Definition: Seif : D — R™, D C R" offen, eine vektorwertige Funktion.

Die Funktion f heiRt partiell differenzierbar in x° € D, falls fiir alle
1=1,...,n die Grenzwerte

O 0y i FOC 1) — 1)

ox; t—0 t

existieren.

Die Berechnung erfolgt komponentenweise

df1
ox;
Hxoy=| 7+

8&77;
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Definition:
FUr m = n nennt man die Funktion f : D — R"™ ein Vektorfeld auf D. Ist

jede Koordinatenfunktion f;(x) von f = (f1,..., fn)? eine Ck—Funktion,
so nennt man f ein Ck—Vektorfeld.

Beispiele fur Vektorfelder:

e Geschwindigkeitsfelder von stromenden Flissigkeiten oder Gasen,
e elektromagnetische Felder oder
e Temperaturgradienten in Festkorpern.

Definition:  Fir ein partiell differenzierbares Vektorfeld f : D — R"
definiert man die Divergenz durch

div f(x°) := i ofi

x°)
i=1 89[:1

Andere Notationen:

divf(x) = VIf(x) = (V, f(x))
21

Bemerkung:
Es gelten die folgenden Rechenregeln:

div(af + Bg) = adivf+ gdivg
div(p-f) = (Vo,f) 4+ pdivf
Bemerkung:
Ist f : D — R eine C2—Funktion, so gilt fiir den Laplace—Operator
Af =div(VSf)
Definition:

Fur partiell differenzierbares Vektorfeld im R3,f: D — R3, D C R3 offen,
definiert man die Rotation durch

T
Ofs 0f2 0f1 9fz 0fs Ofq o
Oxo Ox3z Oxz Oxyp Oxy Oxo) X

rot f(x°) := (
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Andere Notationen:

€1 e€e> e3

rot f(x) =V x f(x) = 821 822 623
fi fo f3

Bemerkung:
Es gelten die folgenden Rechenregeln:

rot (af 4+ Bg) = arotf 4+ Grotg
rot(p-f) = (V) xf+ protf
Bemerkung:

Ist o : D — R, D C R3, eine C2—Funktion, so folgt aufgrund des Ver-
tauschbarkeitssatzes von Schwarz

rot(Vy) =0,

d.h. Gradientenfelder sind stets rotationsfrei.
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1.2 Das vollstandige Differential
Definition:
Sei D c R"™ offen, x° € D und f : D — R™. Die Funktion f(x) heif3t
differenzierbar in x° (oder vollstandig bzw. total differenzierbar), falls
es eine lineare Abbildung

1(x,x9) ;= A - (x—x9)

mit einer Matrix A € R(m:n) gibt, fur die die Approximationseigenschaft

f(x) = £(x°) + A (x —x%) + o(|lx — x°|)
d.h.
lim f(x) — f(x°) — A - (x —x0)

<0 Ix —xO]

=0

erfullt ist.
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Bezeichnungen:

Man nennt die lineare Abbildung 1 das (vollstandige oder totale)
Differential von f(x) im Punkt x° und bezeichnet 1 mit df (x9).

Die zugehorige Matrix A heif3t Jacobi—Matrix oder Funktionalmatrix von
f(x) im Punkt x° und wird mit J £f(x9) (manchmal auch mit Df (x%) oder
f/(x9)) bezeichnet.

Bemerkung:
Flir m = n = 1 erhalten wir die aus Analysis | bekannte Beziehung

f(x) = f(xo) + f'(x0) (@ — z0) + o(Jz — 20])
fur die Ableitung f/(xq) im Punkt x(.

Bemerkung:

Im Fall einer skalaren Funktion (m = 1) ist A = a ein Zeilenvektor und
a(x — x9) ein Skalarprodukt (a®’ x — x9).
25

Satz: Seif: D — R™,x° ¢ D c R D offen.
a) Ist f(x) in x9 differenzierbar, so ist f(x) auch stetig in x9.

b) Ist f(x) in x° differenzierbar, so ist das Differential und damit auch die
Jacobi—Matrix eindeutig bestimmt und es gilt

3f1 (Xo) afl (XO) Df;(x0)
J(x%) = , ) = ;
af;ﬂ; 0 . af;ﬂ; 0y D (x0)
c) Ist f(x) eine C1-Funktion auf D, so ist f(x) auf D (vollstandig) diffe-
renzierbar.
Bemerkung:

Man beachte, dass differenzierbar hier vollstandig/total differenzierbar
bedeutet.
26



Beweis von a):
Ist f in xO differenzierbar, so gilt nach Definition

lim f(x) — f(x°) — A - (x —x9)

x—x0 ||X—XO||

=0

Daraus folgt aber

Hn%|ﬁ(x)—4Kxo)—aA-(x——xON|::O

X—X

und wir erhalten

I£(x) — F(xO)| < If(x) —f(x) — A (x = x|+ A - (x —xO)|

— 0 fur x — x©

Damit ist die Funktion f stetig im Punkt x9.
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Beweis von b):
Seix =x0 +te;, |t| <e, i€ {1,...,n}.
Da f im Punkt x© differenzierbar ist, folgt

o f(x)—f(x9 — A (x—x9)

lim

x—x0 ||X — Xo”oo
Wir schreiben nun
f(x) — f(x9) — A - (x —x9) . f(x0 4 te;) — £(x9) _ tAe;
Ix —x%l0o t] 2]
t (f(xo + tez) — f(x9) B Aei>

=0

2]
— 0 (t — 0)
Daraus folgt

lim f(x0 +te;) — £(x°) _

Ae; 1 =1,....n
t_>0 t (A ) )
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Beispiel:

a) Betrachte die skalare Funktion f(z1,z5) = z1e2%2. Dann lautet die
Jacobi—Matrix:

Jf(z1,22) = Df(21,22) = e2*2(1,221)
b) Betrachte die Funktion f : R3 — RR? definiert durch

£ ) = L1L2T3
T2 T3 = Siﬂ(:cl —|—2x2—|—3:1:3)

Die Jacobi—Matrix ergibt sich in der Form

ofi1 0f1 0f1
Ox1 Oxzp Ox3 r2t3  X1r3  T1x2
Jf = =
(x1, 22, 73) Ofs Ofs Ofo <c053 2 COS s 3c053>

8531 83;2 aiL‘3
wobei s = z1 + 2z5 + 3z3.
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Beispiele:
c) Seif(x) = Ax, A € R(m7) ynd x € R™. Dann gilt
Jf(x) =A VxeR"
d) Sei f(x) = xTAx = (x, Ax), A € R(™") und x € R™. Dann gilt

6_f = (e;, Ax) 4+ (x, Ae;)
8332'

= ezTAx + xTAei
= xI(AT 4+ A)e;
Daraus folgt
Jf(x) = Df(x) =x" (AT + A)
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Satz: (Differentiationsregeln)

1) Linearitat Sind f,g : D — R™ differenzierbar in x0 € D, D offen,
so ist auch af(x9) + B g(x9), a, 8 reell, differenzierbar in x° und es

gilt
d(af +8g)(x°) = adf(x?) + Bdg(x")
J(af +62)(x%) = aJf(x%) + 8Ig(x")

2) Kettenregel Istf : D — R™ differenzierbar in x° € D, D offen,
und ist g : E — RF differenzierbar in y9 = f(x°) € E ¢ R™, E
offen, so ist g o f ebenfalls in x° differenzierbar.

Fur die Differentiale gilt
d(go f)(x%) = dg(y?) o df (x?)
und analog fir die Jacobi—Matrizen
J(gof)(x?) = Jg(y?) - IF(x?)
31

Beispiel: (zur Kettenregel)

Seih : I — R"™ I C R Intervall, eine in tg € I differenzierbare Kurve
mit Werten in D C R™, D offen, und f : D — R eine in x° = h(tp)
differenzierbare skalare Funktion.

Dann ist auch die Hintereinanderausfihrung

(foh)(®) = f(h1(?),..., hn(D))
in tg differenzierbar, und fur die Ableitung gilt:
(f oh)'(to) Jf(h(to)) - Jh(to)

= Df(h(to)) - '(to)
o~ Of

= 2

k=1 9%k

(h(to)) - hx(to)
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