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Kapitel 1: Differentialrechnung mehrerer Variablen

1.1 Partielle Ableitungen
Im Folgenden sei

f(x1,...,zn) eine skalare Funktion, die von n Variablen abhangt

Beispiel:
Die Zustandsgleichung eines idealen Gases lautet pV = RT.
Jede Grol3e p, V und T laf3t sich als Funktion der anderen darstellen:

RT
= V’ t) = —
p = p(V,t) =~

RT
p

pV
T = T(p,V) ="—
(p, V) 7



Definition: Sei D c R" offen, f: D — R, x° € D.

1) f(x) heiRtin x° nach z; partiell differenzierbar, falls der Grenzwert

0 ) 0
g—fx% — |im JO ttei) — F(XT)
Ly t—0 t
— ||m f(afg),,iE?‘Ft,,CBn)—f(CC?,,:U?,,xn)
t—0 n

existiert. Dabei bezeichnet e; den i—ten Einheitsvektor.
Den Grenzwert nennt man die partielle Ableitung von f(x) nach z;
im Punkt x9.

2) Existieren fiir jeden Punkt x© die partiellen Ableitungen nach jeder Va-
riablen z;,7 = 1,...,n und sind diese stetige Funktionen, so nennt
man f(x) stetig partiell differenzierbar oder eine C1-Funktion.

Beispiele:

1) Betrachte die Funktion

f(x1,20) = 2% + 23

Fur einen Punkt x0 € R? existieren beide partiellen Ableitungen und
diese sind auch stetig:

of

of

0] 0]

=2 — =2
Dt x") 1, 8x2(x ) 5

Die Funktion ist also eine C1(R?)—Funktion.
2) Die Funktion

flz1,22) = x1 + |x2]

istim Punkt x0 = (0, 0)7 partiell differenzierbar nach der Koordinate
x1, aber die partielle Ableitung nach x5 existiert im Ursprung nicht!
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Konkretes Beispiel:

Der Schalldruck einer 1-d Schallwelle ist gegeben durch

p(x,t) = Asin(ax — wt)
Die partielle Ableitung

o = aAcos(ax — wt)
Ox

beschreibt zu einer festen Zeit ¢ die ortliche Anderungsrate des Schall-
drucks.

Die partielle Ableitung

Op = —wAcos(ax — wt)
ot

beschreibt fur einen festen Ort « die zeitliche Anderung des Schalldruckes.
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Bemerkungen:
1) Sind f, g partiell nach z; differenzierbar, o, 8 € R, so gelten:
0

5 (0fG) + Be()) = 0300+ 5L (x)
%(f(x)-g@)) - §—£<x>-g<x>+f<x>-§—i<x>
of dg
Y (@) 0000~ 160 100
o; \ g(x) g9(x)? ’

2) Man verwendet auch andere Bezeichnungen:

Dif(x°)  oder  fy,(x%)



Definition: Sei f : D — R, D C R™ offen, in einem Punkt x0 € R (nach
allen Koordinaten) partiell differenzierbar.

1) Der Zeilenvektor
0 0
Dix®) = (2L (x0),..., 2L (x0
8:131 (%cn
heilkt die Ableitung von f(x) in x0.

2) Man schreibt auch als Spaltenvektor:

oxr1 Oz,
und bezeichnet dies als Gradient, den symbolischen Vektor

B o
Vo= (), —
(8961 )

)
oxn

T
grad £(x0) = V£(x0) i= (ﬁ(x‘)), ) a—f<x0>)

als den Nabla—Operator.

Bemerkung: Seien f(x) und g(x) partiell differenzierbar auf D.
Dann gelten die folgenden Differentiationsregeln:
grad (af +B89) = «-gradf+ B-gradg
gad(f-g) = g-gradf+ f-gradg

grad @ = g—12<g~gradf—f-gradg>, g#0

Beispiel:
1) Sei f(x,y) = e - siny. Dann gilt:
grad f(z,y) = (e* - siny, e - cosy)T = e*(siny, cosy) ™

2) Fur r(x) := ||x]||2 gilt:
X X
(x)  [x[2

(x #0)

gradr(x) =
r



Wichtige Beobachtung:

Eine nach allen Koordinaten partiell differenzierbare Funktion ist
NICHT unbedingt stetig!!!

Beispiel: Betrachte die Funktion f : R2 — R definiert durch

-y y
————  fur(x,y) #0
flz,y) =3 @ +y2)?
0 : fur (x,y) =0
Die Funktion ist auf ganz R? partiell differenzierbar und

fz(0,0) = f£,(0,0)=0

2
%(w,y) = (x2 _|?_Jy2)2 - 4(:1022-?;2)3’ (z,y) # (0,0)
2
(22 ny2)2 B 4(xzaji/y2)3> (z,y) # (0,0)

0
L@ =

Beispiel: (Fortsetzung)
Berechnung der partiellen Ableitungen im Punkt (z°, y°) = (0, 0):

t-0
s = 0
g(0,0) — im f(t,0) — £(0,0) _ (t2 + 02)2 0
ox t—0 t n
o,
ay t—0 t ¢

Aber: Im Punkt (z9,4°) = (0, 0) ist die Funktion nicht stetig:

' 11 1.1 S n
n—oot \n'n (l.l_|_l.l> — 4
n n n n n

Also gilt:

(x,y)”—rp(0,0) flz,y) # f(0,0) =0
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Damit eine partiell differenzierbare Funktion auch stetig ist, bendtigt man
zusatzliche Eigenschaften, z.B.

Alle partiellen Ableitungen sind beschrankt.

Satz:
Ist f : D — R, D C R" offen, in einer Umgebung von x° € D partiell
: . . . : . 0
differenzierbar, und sind die partiellen Ableitungen 8—f t1=1,...,n,dort
Z;

beschrankt, so ist f(x) stetig in x°.

Bemerkung:

In unserem Beispiel sind die partiellen Ableitungen in einer Umgebung
vom Punkt (29, 49) = (0, 0) nicht beschrankt:

of
ox

y z2y

Z122 Yy @wF00

(z,y) =
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Beweis des Satzes:
Fir ||[x — x%||co < &, € hinreichend klein, schreiben wir:

f(X) - f(XO) = (f(xla s 7$n—1axn) - f(xla e 73371—173791,))

+ (f(wla s 7:1771—17:’6795) - f(xla s 7wn—27$707,—17x2))

+ (f(xlamga"'axg) - f(mgvamg))
Bei jeder Differenz auf der linken Seite, betrachten wir f als eine Funktion
einer Variablen, zum Beispiel

g(a:n) - 9(3991) = f(xla -e o Tp—1, xn) - f(SU]_, s 7xn—l7x’(r)7,)
Da f partiell differenzierbar, ist g differenzierbar und es gilt der Mittelwert-
satz:

g(zn) — g(ap) = g'(én) (wn — 27)
filr ein geeignetes &, zwischen x,, und 0.
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Anwendung des MWS fur Funktionen einer Variablen auf jeden Term der
rechten Seite ergibt:

of

fG) = fG°) = (w1, o1, 6n) - (= 2D)

Tn
0

+ 9 f (xla s 7xn—27§n—17x97,) ) (ZEn_]_ _ x’IQL—l)
Tn—1
0

+ era8, 29 -2
r1

Sind die partiellen Ableitungen in der Umgebung ||x — x9||cc < € be-
schrankt, so gilt:

F() = F(XO)] < Chlwr — 29+ ... 4 Chlan — 23
und damit ist f(x) stetig in x9, denn
FG) = f&) fir flx—x%00 —0
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Hohere Ableitungen

Definition:

Eine skalare Funktion f(x) sei auf einer offenen Menge D C R" partiell
differenzierbar. Sind die partiellen Ableitungen wiederum partiell differen-
zierbar, so erhalt man die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung:

0%f 0 (of
Beispiel: Partielle Ableitungen zweiter Ordnung einer Funktion f(x, y):
o%f _ 0 (8f> 0%f 0 (@) 92f  92f

0x2 ~ 9z \Oz Oyor 8_y ox 0xdy’  Oy?

Seinuniq,..., i, € {1,...,n}. Dann definiert man rekursiv

8xik8xik_1 e 8a:i1 8$Zk 8:1:ik_18:131-k_2 e 8xi1
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Definition: (Fortsetzung)

Die Funktion f(x) heil3t k—fach partiell differenzierbar, falls alle Ablei-
tungen der Ordnung k auf D existieren:

ok f

837%837%—1 e 8CL‘Z‘1

= DikDik_l s Dzlf == fmllxzk

Sind all diese Ableitungen zudem stetig, so heif3t die Funktion f(x)
k—fach stetig partiell differenzierbar oder auch C*—Funktion auf D,
Ek=1,2,3,...

Stetige Funktionen f(x) nennt man auch C9—Funktionen.

Beispiel: Gegeben sei die Funktion f(zq,...,xzn) = ﬁ xg
i=1
Dann gilt:
onf _ -
Oxn...0c1
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ACHTUNG:

Die Reihenfolge, in der die partiellen Ableitungen durchzufiihren sind, ist

i. Allg. nicht beliebig vertauschbar!

Beispiel: Gegeben sei die Funktion

12 — 42

TY—— 5 fur (x, 0,0
fla,y) = Va2 g2 (z,y) # (0,0)
0 - fur (z,y) = (0,0)
Man berechnet direkt

fr(0,0) = (%

fyx(oao) =
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Satz: (Vertauschbarkeitssatz von Schwarz)
Ist f : D — R, D C R"™ offen, eine C2—Funktion, so gilt
furalled,j € {1,...,n}:

02 f
3 (1,...,2n) =

Beweisidee:

Zweifache Anwendung des Mittelwertsatzes.

Folgerung:

Ist f(x) eine C*—Funktion, so kann man die Reihenfolge der Differentia-
tionen zur Berechnung der partiellen Ableitungen bis zur k—ten Ordnung
beliebig vertauschen!
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Beispiel: Gegeben sei die Funktion

f(z,y,2) = y2zsin(z3) 4+ (coshy + 17(3‘%2)22
Zu berechnen ist die partielle Ableitung dritter Ordnung fzy ..
Die Reihenfolge der Ableitungen ist vertauschbar, da f € C3.
1) Leite zuné&chst nach z ab:
0

7L =y sin(%) + 2x(coshy + 17%)
z

2) Jetzt leiten wir f, nach x (damit fallt cosh y raus):
for = 83 <y2 sin(z3) + 2z(coshy + 17ex2)>
X

= 3z?y?cos(z3) + 6812c™
3) Fur die partielle Ableitung von f., nach y erhalten wir:

fuyz = 622y cos(z>)
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