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Aufgabe 1)
a) Berechnen Sie das Taylor-Polynom zweiten Grades T, zur Funktion
f(5,y) = oy + cos(z) e¥
mit dem Entwicklungspunkt xo = (8) und zeigen Sie, dass fiir alle
(z,y)" €R?* mit |z| < 0.05, |y| < 0.2

die folgende Abschitzung gilt

| Ry (x,y;%0) | = | f(z,y) — To(x,y;%0) | <0.1.

b) Bestimmen und klassifizieren Sie alle stationéren Punkte der Funktion

f:R* >R, flz,y) =y*2® — 3y%x + 12y.
Losung 1)

a)

Py = oy + cos(a)er f(0,0) = 1
fo(z,y) = y —sin(z)e f+(0,0) =0
fy(x,y> = x+cos(x)ey fy(Oa()) =1
faz(x,y) = —cos(z)e? f22(0,0) = —1
fogly) = 1= sin(a)ev £oy(0,0) = 1
fyy(x,y) = cos(z)e f4(0,0) =1

1
Tg(x,y)=1+y+§(y2+2xy—x2)

Dieses Ergebnis kann auch durch Einsetzen der Cosinus bzw. Exponenti-
alreihe hergeleitet werden. Fiir die Fehlerabschatzung bendétigen wir eine
Schranke fiir die Betrédge der dritten Ableitungen von f. Diese sind alle
von der Form (£sin(z)bzw %+ cos(zx)) - e¥. Damit folgt

| dritte Ableitungen | < % < Ve < V4=2 VzeR, |yl <0.2.

und 3 4
9 8.8 6 1 1
R ; < (020 2= —2 = — . — < .
| Ry (7,y;%0) | < 3!( ) 3000 300 10 < 10
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b)

f:R* =R, flz,y) =y*2® — 3y*x + 12y.

folz,y) =32%2* —3y* =0 <= y=0V . ==+1.
fy(z,y) = 2ya® — 6y + 12

Wegen f,(z,0) = 12 # 0 kommt fiir stationdre Punkte nur « = £1 in
Frage.

Fiir x =1 muss gelten
fu(Ly) =2y —6y+12=0
also y = 3 und damit P =(1,3)".

Analog erhélt man fiir z = —1
fy(=l,y) = —2y+6y+12=0
also y = —3 und damit Py =(1,3)".

Zur Klassifikation bestimmt man die Hessematrizen in den stationaren Punk-
ten P1 und PQI

B 62y> 6y(x? — 1) = 0
Es liegt je ein positiver und ein negativer Eigenwert vor. Es handelt sich
also bei beiden Punkten um Sattelpunkte.
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Aufgabe 2)
a) Sei C' der positiv orientierte Rand der Menge
D = {(z) eR? : 22 + 32 §4} :

Berechnen Sie [, f(z,y)d(z,y) fiir das Vektorfeld

3

Y

cos(z? +1) — =

f(l',y) = .%'3 3
3 + arctan(e™V)

b) Gegeben sei das Kraftfeld
K(z,y,2) = 2z + yz, 2y + 2z, 2z + a2y)’.

Berechnen Sie die Arbeit, die aufgewendet werden muss., um einen Mas-
senpunkt entlang der Kurve

c(t) = (sin(t), 1 — cos?(t), tan (%))T te [O, g] :
von A =(0,0,0)" nach B =(1,1,1) zu bewegen.
Losung 2)
a) Da f selbst nicht sehr integrierfreundlich aussieht, dafiir aber

rot f(z,y) = 2% + ¢

verwendet man den Satz von Green und erhéalt

1= /51) f(z,y)ds = /D$2+y2d($>y)

bergang zu Polarkoordinaten liefert

2 por -4
I:/ / r?rdpdr =21 —
o Jo 4

b) Wir priifen zunéchst, ob das Kraftfeld

2

= 8.
0

K(.’L’,y,Z) = (2«%' + yz, 2y + zz, 2z + l‘y)T

ein Potential ® besitzt, und zwar konstruktiv:

b, = fi=20+yz = O(v,y,2) =2* +ayz+g(y,2)
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Dy =xz+g,=fo=2y+z2x = g(y,2) = y*> + h(2),
= P(z,y,2) = 2> + xyz +y* + h(2)

O, =ay+h.=fz=22+xy = h(z) =22+C

Durch  ®(x,y,2) = 22 +y*+ 22 +wyz ist also ein Potential von f gegeben.
Fr die aufgewendete Arbeit gilt damit

0

1
A= —4(c(0) + Be(n/2)) = ¢ (1] —o{0] =4
1 0



