Kapitel 10: Periodische Funktionen, Fourier—Reihen

10.1 Grundlegende Begriffe
Periodische Funktionen

Definition: Eine Funktion f : R — R (oder f : R — C) heil3t periodisch
mit der Periode T, falls fur alle t € R gilt:

fE+1) = f(@®)

Hauptresultat dieses Kapitels:
Entwicklung einer periodischen Funktion in eine Fourier—Reihe

Ft) = %0 + ioj [ag cos(kwt) + by, sin(kwt)]
k=1

Grundschwingungen: cos(wt), sin(wt)
Oberschwingungen: cos(kwt), sin(kwt), k = 2,3, ...
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Bemerkungen:

1) Ist T eine Periode von f(t), so auch kT, k € 7Z, eine Periode.
Sind T4 und 75 Perioden, so ist auch k117 + k>15, k1, ko € Z, eine
Periode.
Man sagt: Die Menge aller Perioden bildet einen Z—Modul.

2) Existiert eine kleinste positive Periode 7' > 0, so ist die Menge der
Perioden gegeben durch kT, k € Z. Jede nichtkonstante, stetige und
periodische Funktion besitzt eine solche kleinste Periode.

3) Sind f(t) und g(t) T—periodisch, so ist auch o.f + Bg T—periodisch.

4) Ist f(t) T—periodisch und integrierbar (iber kompakten Intervallen),
so gilt fur beliebige a € R:

a+T

7f(t)dt= / F(8) dt
0

a
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Definition:  Eine Funktion g(t), t € [0,T] bzw. t € [0,T/2] |aRt sich zu
einer T—periodischen Funktion f : R — R fortsetzen. Gebrauchlich sind
dabei die folgenden Vorgehensweisen:

1) Direkte Fortsetzung:
f@t) =gt —kT), ET<t<(k+ 1T
2) Gerade Fortsetzung: Sei g(t) auf [0,T'/2] gegeben:

f(t) = g(t — kT), <2k2_ 1) T<t< <2k2+ 1) T

wobei g zunachst an der y—Achse gespiegelt wird:

g(t) = g(—1), —g <t<0

3) Ungerade Fortsetzung: Wie bei 2), aber Spiegelung am Ursprung:
T
g(t) == —g(=t), —5<t<0
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Definition:

1) Eine Reihe der Form
F(t) = %0 + 3 lag cos(kwt) + by sin(kwt)]
k=1

mit ay, b, € R/C heildt Fourier—Reihe (oder trigonometrische Rei-

2
he); dabei sei w = % > 0.

2) Die zugehorigen Partialsummen
n
Falt) = %0 + 3 [ag cos(kwt) + by sin(kwt)]
k=1

heiRen trigonometrische Polynome.
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Komplexe Schreibweise der Fourier—Reihe:
Formel von Euler

e = cosx +isinz

Damit gilt:
cosx = % (em +e m)
sing = % (eix — e_ix>

Trigonometrische Polynome:

n .
@ = 3 ypettt
k=-—n
Fourier—Reihe:

F@) = lim 3 pethet

TL—>OO
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Umrechnung der Koeffizienten a, b, und ~;.:

fn(t) = —+ Z [a), cos(kwt) + by, sin(kwt)]
k=1
a0 | = [%k [ ikwt kwt\ 4 Ok [ ikwt kwt
P TRW —IRW IRW —IRW
= T L [F () g e - )
n
s} ag — by pikwt ag, + by —zkwt}
=27t k;[ 2 Tt
n
— Z ~ ezkzwt
k=-n
Damit ergibt sich:
1 1 1
70 =500 k= E(ak —ibg) Yo = 5(% + iby,)

ag =2y ar="p+v7-r b =1(vk —v-k)
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Satz:
. . : 2 . :
1) Die Funktionen e*“t k € Z, w = % bilden ein Orthonormalsystem
bezuglich des Skalarprodukts:

T
- —_ 1 Y
(u,v) 1= fO/U(t)U(t) dt

2) Konvergiert die Fourier—Reihe

n
nleoo Z ,Ykeikwt
k=-—n

auf [0, T'] gleichmaRig gegen eine Funktion f(t¢), so ist diese stetig
und es gilt:

T

Ve = %/f(t)e_ik“’t dt, keZ
0
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Bemerkung:

1) Reelle Orthogonalitatsrelationen:

T 0 = k#lI
/cos(kwt) cos(lwt)dt = T/2 : k=1#0
5 T = k=1=0

0 : k£l

sin(kwt) sin(lwt) dt = {T/Q L k=1#0

T
/Sin(kwt) cos(lwt)dt = O
0
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Bemerkung:
2) Reelle Fourier—Koeffizienten:

T
2
a == / F(t) cos(kwt) dt k>0
0

T
2
by, = ?/f(t) sin(kwt) dt, k>0
0

10.2 Fourier—Reihen
Definition:

1) Eine Funktion f : [a,b] — C heil3t stiickweise stetig bzw. stick-
weise stetig differenzierbar, falls f(¢) bis auf endlich viele Stellen
to < t1 < ... < tm In [a,b] stetig bzw. stetig differenzierbar ist und
in diesen Ausnahmepunkten die einseitigen Grenzwerte vn f(t¢) und
f!(t) existieren,
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Definition: (Fortsetzung)

2) Fur eine stickweise stetige Funktion f : [0,7] — C werden die
Fourier—Koeffizienten von f(t) definiert durch:

T

Ve = %/f(t)e_ik‘”tdt,k ez
0
T

ap = %/f(t) cos(kwt) dt k>0
0
T

b, = %/f(t) sin(kwt) dt, k> 0
0

Dabei ist w = 27 /T die Kreisfrequenz.
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Definition: (Fortsetzung)
3) Die mit den obigen Koeffizienten gebildete Reihe

o0

w .
Fp(t) = k 3 ettt = "’2—0 + k 1[% cos(kwt) + by, sin(kwt)]
=—00 =

heil3t die Fourier—Reihe von f(t).

Bei der Definition verwendet man die direkte Fortsetzung der Funktion
f :[0,T] — C zu einer T—periodischen Funktion.

Satz: Sei f(t) eine stiickweise stetige, T—periodische Funktion.
4 T/2
f(t) gerade = aj = T / f@)cos(kwt)dt A bp,=0

T/2
4
f(t)ungerade = ap, =0 A b= T / f(t) sin(kwt) dt
0
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Beispiel: Die Sagezahnfunktion:
0 C t=0,t =27
=< 1
S() E(W—t) C 0<t< 2

Die Funktion ist ungerade, also gilt (beachte w = 1):

7r
a,=0 A b :%O/W;tsin(kzt)dt:%
Damit lautet die Fourier—Reihe:
S(t) ~ sint + sinéQt) n singSt) 4o
Approximation der Sagezahnfunktion durch 10. Partialsumme
S10(t) = g sinlikt)

k=1
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Beispiel: Die Rechteckschwingung:

0O  t=0,t=m,t=2nm
R(t) := 1 1 0<t<
-1 7<t<2r

Die Funktion ist ungerade, also gilt:

ap = 0
o T O : kgerade
b = ;/sm(kt) di=q 4 k ungerade
0 kT

Die Fourier—Reihe lautet daher:
4 (sint = sin(3t sin(5t
R<t>~;( 4 SN sinC )+...)

1 3 5
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Beispiel: Sei f(t) = t2, —7 < t < w mit 2r—periodischer Fortsetzung.

Die Funktion ist gerade, damit folgt

5 x 272 —0
akZ—/tQCOS(kt)dtz 3 4
™ (—1)kp  k=1,2,...

Damit ergibt sich als Fourier—Reihe

2
T 4cost . 4cos(2t)
t ~N — — —
JO~ T - T+ T

+...
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Rechenregeln fur Fourier—Reihen:
f,g : R — C stickweise stetig, T—periodisch mit

F) ~ 3 ettt gt~ Y et

k=—0c0 k=—00

1) Linearitat

af(t) + Bg(t) ~ Z (oyp, + ﬁ(;k)eikwt

k=—00

2) Konjugation

- 0 .
O~ 3 A e
k=—c0
3) Zeitumkehr
0 .
F(=t) ~ 30y ekt

k=—00

Rechenregeln fur Fourier—Reihen: (Fortsetzung)

4) Streckung

flet) ~ 30 ettt

k=—o00
5) Verschiebung

f(t+a) ~ i (,ykeikwa) eikwt’ acR

k=—00

00
eznwtf(t) ~ Z fyk_nezkwt, nez

k=—00
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Rechenregeln fur Fourier—Reihen: (Fortsetzung)
6) Ableitung
Ist f(t) stetig und stiickweise differenzierbar, so gilt:

oo

Fi@&) ~ 3 (ikwyy)e™t
k=—00

= io: wk (b cos(kwt) — ay sin(kwt))
k=1

7) Integration
Gilt ag = vo = J& f(t)dt = 0, so folgt:

i (Z—Z cos(kwt) — Z—Zsin(km))

k=1

t 1 T
O/f(T) dr ~ —fo/tf(t) dt —
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Satz: (Konvergenzsatz)

Sei f : R — C T—periodisch, stiickweise stetig differenzierbar.
Betrachte die zugehorige Fourier—Reihe

Fp(t) = a2—0 + i (ay, cos(kwt) + by, sin(kwt))
k=1

1) Die Reihe konvergiert punktweise und fur alle ¢ € R gilt:
1
— 2 (4t —
Fy(t) =5 (F(F) + (7))

2) In allen kompakten Intervallen [a, b], in denen f(t) stetig ist, ist die
Konvergenz gleichmalig.
Bemerkung:

Stetigkeit von f(t) reicht fir die Konvergenz der Fourier—Reihe nicht aus.
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Beispiel: Die Sagezahnfunktion

0 . t=0,t =27
S@) = %(W—t) D 0<t<2n
Fehlerfunktion: Definiere fir 0 < t < 27
Rn(t) = 2(t — )+ sint 4 513D - sin(d)
2 2 n
Es qilt:
sin [(n+ %)t}
1+2cost+ ...+ 2cos(nt) = sin(i/2)
Integration:
Fsin [(n + %)t] , sin(2t) sin(nt)
/ /2 =@M 2sine TS0 2
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Daraus folgt:

L sin [(n + %)t}

Fn(t) = 2sin(tj2) -
pL  —Cos|(n+ 3 1 1.\ d 1
= GntDsin2) ot 1!COS <(n N 5)7) dr (Sin(T/Q)
Mws — COS [(n + %)t} cos [(n + %)f] 1 .
T (2n+ 1)sin(¢/2) (2n + 1) (sin(t/Q) a )
und daher

2

|Rn(t)| < (2n + ]_)Sin(t/Q)

Istt € (0, 2n) fest, so gilt:
|Rn(t)] =0 t— o0
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Satz: (Approximationsgute)

1) Approximation im quadratischen Mittel

Sei f : R — C eine T—periodische, stiickweise stetige Funktion, und
seien

Sn(t) = %0 + i (as, cos(kwt) + by sin(kwt))
k=1

die Partialsummen der zugehdrigen Fourier—Reihen.
Fir den Teilraum von C'(IR) der trigonometrischen Polynome

V2

mit dem Skalarprodukt

1
Tn := Spann {—, cos(wt),...,cos(nwt),sin(wt), ... ,sin(nwt)}

T

>
(u,v) = ?/u(t)v(t) dt

0
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Satz: (Fortsetzung)
1) gilt dann
VoeTn : |If —=Sull < IIf — 9l

d.h. S, (t) ist von allen Funktionen aus dem Teilraum T;, die beste
Approximation von f(t) im quadratischen Mittel.

2) Es gilt die Besselsche Ungleichung

o S Gl + < 2 [1rwPa
2 & T/

la

Hieraus folgt insbesondere die Konvergenz der Reihen
o o
> lagl® und D7 jbf?
k=1 k=1
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Satz: (Fortsetzung)
2) und damit auch (Riemannsches Lemma)
lim und lim |[b
Jim ay| Jim_[b|
Bemerkung:

Unter geeigneten Bedingungen an f : R — R/C lassen sich die Koeffizi-
enten -, der Fourier—Reihe abschéatzen:

C
V] SW, k==£1,+£2,...

Beispiel: Rechteckschwingung

FO=2\711"73 5

Die Koeffizienten ~;, konvergieren mit 1/k gegen Null!

4<sint sin(3t)_|_5iﬂ(5t)_|_ )
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Bemerkung: Firn — oo geht die Besselsche Ungleichung in Gleichheit
tber, i.e.

|apl|?

T
> 2
+ 3 (agl® + be?) = = [ £ ()] dt
kgl g & TO/

Diese Beziehung nennt man die Parsevalsche Gleichung.

Beispiel: Wieder Rechteckschwingung
Es qilt

2T
2
— t)|cdt =2
=0l
0
unddaakzo,k:=0,1,...

S mlP= S (ftptet )= =
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