8.5 Uneigentliche Integrale
Integrale Uber unbeschrankte Bereiche

b

7Of(x) dz, / f(z) dz, 7f(:13) dx

—00

Integrale Gber unbeschrankte Funktionen mit Singularitdten am Rand

b
/f(as) dx, f : (a,b] — R stetig, f : [a,b) — R stetig

Lokale Integrierbarkeit:

Definition: Eine Funktion f : D — R mit D C R heil3t lokal integrier-
bar, falls sie tUiber jedem kompakten Intervall [a, b] C D integrierbar ist.

Ist f(x) lokal integrierbar, so kann man folgende Grenzwerte betrachten:

a — 00 b— oo
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Definition: Ist eine Funktion lokal integrierbar, so definiert man

7Of(x) de = :BILmOO /xf(x) dx

) o,

/ f(z)dz = a:ﬂrpoo f(z) dz
Tf(x)dw = /"“ f(x)dx+7of($)dx

Bemerkung: Der Cauchysche Hauptwert ist definiert als
(0. ] X
CHW /f(:r:)dx ::lengo/f(x)dx
— 0 —X

und im Allgemeinen nicht identisch mit obigem Integral!
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Definition: Die Funktion f(x) seilokal integrierbar Gber (a, b] bzw. [a, b)
oder (a, b). Dann definiert man

b b
/f(x)dx = lim /f(x)da:

x—>a+
X

x

b
/f(a:)dx = Iir?_ f(z) dx

/bf(a:)dx = /Cf(a:)da:—l—/bf(x)dx

Bemerkung: Der Cauchysche Hauptwert ist definiert als

CHW /bf(x) dr = Eirg]_'_ (C/Ef(x) dxr + /b f(z) da:)
a a c+e
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Beispiel:
1) Wegen

s In|x| +C Ca=1
konvergiert das uneigentliche Integral

1 1
1 C 1
/da:Z{a—local—I_ @

(0. ]
1
/— dx
xOé
1
fur o > 1 und divergiert fir o = 1.

2) Folgendes uneigentliche Integral besitzt den Wert 1.:

0.@)

/ |:1:|e_£B2 dz

—00
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Satz: (Konvergenzkriterien)

Sei f : [a,o0) — R lokal integrierbar.

o
1) Das uneigentliche Integral [ f(x) dx existiert genau dann, wenn gilt
a

z2
Ve>0 : dC>a : Vz1,20 >C : /f(x)d:c <e
21

2) Ist das uneigentliche Integral absolut konvergent, d.h. das uneigentli-
0 (e.@]
che Integral [ |f(x)|dz konvergiert, so konvergiert auch [ f(z) dx.
a a
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Satz: (Konvergenzkriterien)

3) Majorantenkriterium

Vo @ |f(x)] <glxz) A /g(ac) dx konvergent

o0
= /f(a:)dx absolut konvergent
a

4) Weiter gilt folgende Umkehrung:

Vr : 0<g(z) < f(x) A /g(:c) dx divergent

= /f(a:)da: divergent
a
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Beispiele:

1) Das sogenannte Dirichlet—Integral

oosin t
= / Sl
t
ist konvergent:

Psint ¢ Pcost

sin cos cos
/ = dt=— 2 — / dt

t t 12

21 21

und damit

z2

<1 <1

Z1

Das Dirichlet-Integral besitzt den Wert /2.

Beispiele:
2) Das Exponentialintegral
X et
Ei(z) 1= / Sdt (@<0)

—00

ist fur alle z < O absolut konvergent.

3) Die Gamma—Funktion I" : (0, c0) — R wird definiert durch

o
M(z) ;= /e—ttf“—l dt
0
Die Gamma—Funktion erfullt die Funktionalgleichung
MNz+4+1) =zl (z) x>0
und es gilt
MNn)=(n-1)! VneN

. z2
sint 1 1 1 2
/—dt §—+—+/—2dt=——>0 (21 — o)
t z22 th
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8.6 Parameterabhangige Integrale
Beispiel: Die Gamma—Funktion von der letzten Folie

oo

(0.¢]
M(z) = /f(m,t) dt = /e_ttx_l dt
0 0
Zunachst: Parameterabhangige eigentliche Integrale
Sei f:1IX [a,b] — R, I C R, sodass f fir festes x € I als Funktion von
y integrierbar Uber [a, b] ist:

b
F2) = [ f(z,9)dy

Fragen:
1) Ist die Funktion F'(x) stetig, wenn f(x,y) stetig ist?

2) Ist die Funktion F'(x) differenzierbar, wenn f(x,y) nach der Varia-
blen x differenzierbar ist?
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Satz: (Stetigkeit parameterabhangiger Integrale)

Ist f(x,y) stetig auf I x [a, b], so existiert das Integral

b
F(a) = [ f(z.y)dy

fur alle z € I, und F(x) ist stetig auf I.

Satz: (Differenzierbarkeit parameterabhangiger Integrale)

Ist f(x,y) stetig und nach x stetig (partiell) differenzierbar, so ist auch
F(x) auf dem Intervall stetig differenzierbar (mit eventuell einseitigen Ab-
leitungen an den Randern von ), und es gilt:

b
F@) = [y ay
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Beispiel:
1)
T

F(z) = /

1

sin(tx)

™
dt = F'(z) :/cos(ta:) dt
1

2) Die Bessel-Funktion:

s

1
Jn(x) = ;/cos(xsint—nt)dt (neZ)
0
1 ™
J(x) = —;/sint-sin(xsint—nt)dt
0

Die Bessel-Funktion .J,(z) erfiillt die Differentialgleichung

22y (z) + 2/ () + (2 — n?)y(z) = 0
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Parameterabhangige uneigentliche Integrale:

F(a) = [ f(z,y)dy

Beispiel: Die Gamma—Funktion von oben
o
MN(x) := /e_ttx_ldt
0
Definition:
Das Integral j"of(x,y) dy, € I heillt gleichmafig konvergent, falls es
zue >0 eineaKonstante C > a gibt, sodass qilt:

Y2
Veel : Vy,yp>C : /f(:c,y) dy < e
Y1
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Bemerkung: Majorantenkriterium:

oo
Ve el : |f(ey)| <9 A [gly)dy konvergent
a

oo
= /f(ac, y)dy, x € I gleichmafigkonvergent.
a

Das uneigentliche Integral

7Of(a:, y) dy

konvergiert gleichmaRig (und absolut), falls f(x, y) eine gleichmafiige Ma-
jorante besitzt.
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Satz: Ist f(x,y) stetig, nach x stetig (partiell) differenzierbar und sind
die Integrale

O OOa
/f(w,y)dy und /a—i(w,y)dy

auf kompakten Teilmengen von I gleichmafg konvergent, so ist auch F'(x)
stetig differenzierbar, und die Ableitung 143t sich durch Differentiation unter
dem Integralzeichen gewinnen:

Fl(z) = /%(:ﬂ,y) dy

Beispiel:
o0 0
M(z) ;= /e_ttx_ldt = [M(z):= /e_ttx_l Intdt
0 0
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