Beispiele:

/eamdaz = leam—|—C' (a # 0)
a

1
/bxd:c = = +C  (b>02>0)

/Inxdw = z(nz—-1)4+C (z>0)
/Iogbxdx = %(Inx—l)—i—C (b> 0,z >0)
/Sinhmdm — coshz+C

/cosha;da; — Ssinhz4+C
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Satz: (Integrationsregeln)

1) Linearitat:
Sind f, g : [a, b] — R stlickweise stetig, so gilt

[(@f@) +Bg(@) dz = a [ f(@)de+8 [ g(2) da

2) Partielle Integration:
Sind u, v : [a,b] — R stetig differenzierbar, so gilt

/u(w)v’(w) dr = u(x)v(x) — /u/(:c)v(x) dx

und fir die bestimmten Integrale folgt:
b b
/u(a:)v/(a:) dx = u(b)v(b) — ul(a)v(a) — /u’(a:)v(x) dx
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Satz: (Integrationsregeln)

3) Substitutionsregel:
Ist h : [a,b] — [c,d] stetig differenzierbar und f : [c, d] — R stetig mit
Stammfunktion F'(x), so gilt:

[ @R @) de = P
Bei bestimmten Integralen erhalten wir demnach:
h(b)
/ f(z) dx
h(a)
= F(h(b)) — F(h(a))

Beweis: 1): Integration ist linearer Operator, 2): Produktregel,
3): Kettenregel.

b
[ r@@)n e
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Beispiele:
1)  Wir berechnen (Linearitat):
/(28x3—|— 12x2—2x—|—3)dx=7:1:4-|—4x3—x2—|—3x—|—0
2) Partielle Integration:
/:I:exdx = xex—/ewdm
= (z—1)e"+C

3) Partielle Integration:

/Ina:dm = /l-lnmdac

1
x-lnx—/:c-—da:
T

z(lnz —1)4+C
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Beispiele:

4)  Partielle Integration:
/Sinzxdaz = /sina:-sinxd,x
= sinxz(— cos:c)—|—/c052:):dx
= —sinxc05x+/(1—sin2x)dac
= 2/Sin2xdﬂc = —Sinzcosx+x+C

1
= /sianda: = §(az—SinxCOSaS)+C

96

Beispiele:
5)  Substitution z = h(t) = acost beim Integral

a > 0
/ 1= <E> dx = /\/1 — cos? t(—asint) dt
Za a 0
dex = —asintdt h(0) =a h(r) = —a

a 0
/\/1—<§>2dx = /\/1—c052t(—asint)dt
“a 71'
™
= a/sinztdt
0

denn

= a(t—sintcost)|j = %
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6) Substitution z = h(t) =t2,t > 0 beim Integral
/eﬁda: = /etQtdt
denn
R(t) =2t

Daraus folgt:
/eﬁda: = /etQtdt

= 2(t— 1)+ C
= 2(vz—1)eVE+C
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Wichtige Beobachtung:

Nicht jedes Integral 1413t sich explizit |6sen,
d.h. die Stammfunktion ist nicht immer durch elementare Funktionen

darstellbar.
Beispiele:

I sint
Si(z) = / Tdt (Integralsinus)

0

X

2 42 ,

erf(x) = \/—_ e " dt (Fehlerfunktion)
"0

y 1

E(z, k) = /(1 — k2sin?t)*24¢t  (Elliptische Integrale)

0
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Satz: (Mittelwertsatz der Integralrechnung)

Sei f : [a,b] — R stetig, p : [a,b] — R integrierbar und p(x) > O,
a < z < b. Dann existiert ein £ € [a, b] mit

b b
[ 1@p@) de = £©) [ p(a) do
Beweis: Da f(x) stetigund p(z) > 0 folgt:

min(fla, b)) - p(z) < f(@)p(x) < max(fla,b]) - p(x)

Integration liefert:

b b b
min(fla,b]) - [ p(2) dw < [ f(@)p(@) do < max(fla,b]) - [ p() da

Behauptung folgt dann aus dem Zwischenwertsatz flr stetige Funktionen.
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Bemerkung:

Fir den Spezialfall p(x) = 1 gibt es damit ein £ € [a, b] mit

b
[ 1@ de=$©) - (b -a)
Schreibt man diese Beziehung als
F(b) — F(a) = F'(§)(b—a)

mit der Stammfunktion F'(x), so folgt

F(b) — F(a)
b—a
Mittelwertsatz der Differentialrechnung fur die Stammfunktion F'(x).

Jéca,]  Fl(E=
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Bemerkung: Taylor—Entwicklung mittels partieller Integration:

[@) = @) = [f@Wdt= [@-0°r®)at
it hite)

= (o -20)f (w0) + [ (=~ OLf" () dt

n (B (g 1 T
- ,;fT(!O)(x‘xo)”a [ - 0m D@y an
- J

Restgliedformel nach Lagrange aus Mittelwertsatz:

1

CFSEAMRICICEE

% [ @@=ty Dy ar =
0o
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