Kapitel 8: Integration

Erlauterung auf Folie

8.1 Das bestimmte Integral

Sei f : [a,b] — R eine beschrankte Funktion auf einem (zunachst)
kompakten Intervall [a, b].

Definition: 1) Eine Menge der Form

Z={a=zg<z1<...<xp ="}

nennt man eine Zerlegung (Partition, Unterteilung) des Intervalls [a, b].
Die Feinheit der Zerlegung ist dabei
1Z]] = 1'22.3%(”(35@' —Ti1)
Man bezeichnet mit Z bzw. Z[a, b] die Menge aller Zerlegungen des Inter-
valls [a, b].
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Definition: 2) Jede Summe der Form

n—1
Ri(Z):= ) fl&)(@wig1—zi) (2 <& <wiqq)
i=0

nennt man eine Riemannsche Summe der Zerlegung Z,

n—1

Up(Z) = > inf f([z5, 241]) (@41 — z5)
i=0

nennt man die Untersumme von f(x) zur Zerlegung Z,

n—1

O (Z) := ) sup f([zs ziy1]) (@ig1 — z;)
i=0

nennt man die Untersumme von f(x) zur Zerlegung Z.
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Beobachtung:
Aus den Definitionen folgt direkt:

1) Fur feste Zerlegungen gilt stets:
Up(Z) < Rp(Z) < 0f(Z)
2) Ist Z; eine feinere Zerlegung als Z», i.e. Zo C Z1, so qilt:
Ui(Z2) <Up(Z1)  0Op(Z1) < 0p(Z2)
3) Fur zwei beliebige Zerlegungen Z4 und Z5 gilt daher:

Us(Z1) < 0p(Z2)
und

Us(Z2) < 04(Z71)
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Konsequenzen:

1) Es existieren die Grenzwerte Uber immer feinere Zerlegungen:

b
/f(:c)da: = sup{U;(2) : Z € Z[a,b]} (Unterintegral)

f(x)dz = inf{O(Z) : Z € Z[a,b]} (Oberintegral)

g\Q“I

2) Eine Funktion f(x) hei3t (Riemann-)integrierbar Uber [a,b], falls
Unter— und Oberintegral Gbereinstimmen:

b b b
/f(:c)da: ::_/f(:c)dxz/f(:c)dx

nennt man das (Riemann-) Integral von f(x) Uber [a, b].
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Beispiele: 1) Die konstante Funktion f(z) = c¢ ist integrierbar:

n—1 b
Ui(2)=04(2) =Y. c(wip1—2;) = c(b—a) = /f(a:)da: — ¢(b—a)
=0

2) Seif(z) =z,0<z<1lundZ,:={0,% 2. 1}
n—1 . . .
i /1+1 ) 1 1
U Z == — _ —_—
f( n) ZZ%TL( n n> 2 2n
n—1 . . .
1+1/i4+1 7 1 1
O Z == JE— — PR
f( n) ZZ:O n < n n) 2+2n
: 1
= /f(a:)d;c = 5
0
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Beispiele:
3) Sei
z€[0,1]NQ

f(x)z{ 1 : ze[0,1]\Q
Dann gilt fur jede Zerlegung: U¢(Z) =0, O;(Z2) = 1.
Also ist die Funktion nicht integrierbar.

4) Seia < c<bund f(x) gegeben durch
0 :
r@={9 iz

r — C

Die Funktion ist integrierbar mit /f(:r;)dx = 0, denn
a

Uf(Z):O O<Of(Z)<2||Z||
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Satz: Seien f(x) und g(x) integrierbar auf [a, b]. Dann gelten:

1) fistintegrierbar auf [a,b] < f integrierbar auf [a, ] und [c, b].
Zusatzlich qgilt:

/bf(x)dfli = /cf(fb’)dx +/bf(x)dx

2) Linearitat: Auch af(x) 4+ Bg(x) ist integrierbar:

/b(af(x) + Bg(x))dz = Oz/bf(x)dx + B/bg(x)dx

3) Positivitat:
b
Ve elab] : flz)>0 = /f(a:)daczo
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Satz: (Fortsetzung)
4) Abschatzungen:

b
(b —a)-inf(fla,b]) < /f(ﬂ?)da? < (b—a)-sup(fla,d])
b
/f(x)da: < (b—a)-sup{|f(x)] : a <z <b}

/b f@)da | < /b £(@)lda

Bei der letzten Abschatzung mul3 | f(x)| integrierbar sein.
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Bemerkungen:

1) Die erste Aussage gilt fir beliebige Anordnungen von a, b, c.
Man definiert daher

/bf(a:)da: = —/af(x)das
sowie ’
/f(x)d;c =0

2) Ist f(x) integrierbar, so gilt stets

b
Rp(Zm) — /f(:z:)da;

sofern || Zm|| — O fur m — oo.
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8.2 Kriterien fur Integrierbarkeit

Satz: (Riemannsches Kriterium)
Fir eine beschrankte Funktion f(x),a < x < b, sind die folgenden
Aussagen aquivalent:

1) f(x) istintegrierbar Gber [a, b].
2)Ve>0:3Z€Zlabl : O0p(2)-Up2)<e

Satz:
Sei f : [a,b] — R eine beschrankte Funktion. Dann gilt:

1) Ist f(x) monoton, so ist f(x) integrierbar.

2) Ist f(x) stetig, so ist f(x) integrierbar.
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Beweis zu 2):

Die Funktion ist stetig auf [a, b], also auch gleichmaRig stetig, da [a, b]
kompakt.

Seie > 0und > O passend, so dass

eyl <s = @ - IW) <
—a

Dann gilt fur eine Zerlegung Z mit || Z]| < é:

1
> (sup flej,zjpq] —inf flzj, zj 1D (@41 — 25)

n

Of(Z) — Uf(Z) =

<
= O

3

€
= <b—a>.(w‘j+1_$j):€
J=0

Nach dem Riemannschen Kriterium ist damit f(x) integrierbar.
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Satz: Seien f, g : [a,b] — R integrierbare Funktionen. Dann gelten:
1) Das Produkt f(x) - g(x) ist integrierbar.

f(x)
g(x)

3) Die folgenden Funktionen sind integrierbar:
[fl(@) = [f(=)]

tp) = f(x) © f(x)>0
fr@) = { 0 . f(z) <0

2) Gilt g(x) > C > 0, so ist der Quotient

integrierbar.

0 D f(=z) 20

fre) = {—f(:v) @) <0
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Beweis zu 1):  Ruckfuhrung auf Riemannsches Kriterium:
Sei Z € Z]a, b] eine feste Zerlegung. Dann gilt:

n—1

Of.g=Usg =Y (sup(f-g)lzj,zjqp1]—inf(f-g)lzj, zj41])(zj41—))
=0

Man berechnet:

= sup(f-g)lzjzjpr1] —inf(f gz, xj41]

= sup | f(x)g(z) — f(y)g(y)]
= sup |f(x)g(x) — f(x)g(y) + f(x)g(y) — f(¥)g(y)]

5j

1£lloo SUp l9(z) — g(W)] + llglloo Sup |f(@) — f(y)]

Wir erhalten also die Abschatzung
Of.g = Us.g < flloc - (Og = Ug) +llglloc - (O — Uy)
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Frage: Stetige Funktionen sind integrierbar. Was ist mit

Funktionen mit Unstetigkeitstellen?

Insbesondere: stiickweise stetige Funktionen

Satz: Eine beschrankte Funktion f : [a,b] — R ist genau dann
(Riemann)—integrierbar, falls die Menge Unst( f) ihrer Unstetigkeitsstellen
eine so genannte Lebesgue—Nullmenge ist, d.h., falls gilt:

Ve>0 : 4 [ai?bi]iGN :

Unst(f) C fj (ai, bi) A\ i (bi — ai) <e

1=1 =1
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8.3 Hauptsatz und Anwendungen
Definition:

Gegeben seien Funktionen F, f : [a,b] — R. Ist F'(z) differenzierbar auf
[a, b], und gilt: F'(z) = f(x), a < z < b, S0 heil’t

F(z) eine Stammfunktion von f(x).

Bemerkung:

1) Ist F'(z) eine Stammfunktion von f(x), so sind auch alle Funktionen
der Form

Fx)=F(z)+c
mit einer Konstanten ¢ € R Stammfunktionen von f(z).

2) Sind Fy(z) und F»(z) Stammfunktionen von f(x), so ist die Funktion
Fy(x) — F>(x) konstant.
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Satz: (Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung)
Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion.
1) Die Funktion

F(z) :z/f(t)dt

ist eine Stammfunktion von f(z).

2) Ist F'(z) eine Stammfunktion von f(z), so gilt

b
[ 1@adt = FP(v) - F(a)
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Beweis: Teil 1): Wir mussen zeigen, dass

Fl(z) = f(x)
Sei h # 0 so, dass z,z + h € [a, b]. Dann gilt:

(FG b = F(@)) — ()

L | =th z zth

- = [ rwa— [rwae— [ far
1 z+h

= | G = @)t

< sup{|f(t) — f(@)| : |t —a| < hAtE [a,b]}
~ 0 (h—0),

da die Funktion f(x) stetig ist.
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Beweis: Teil 2): Nach der Bemerkung und Teil 1) gilt
x
F(x) = /f(t)dt +C (C = Konstante)
a

Daraus folgt

F(b)

b
[rwdr+c

Fla) = [f®d+c

=0

und wir erhalten

b
F(b) — F(a) = /f(t)dt
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Bemerkungen:

1) Teil 1) des Hauptsatzes gilt auch fir stickweise stetige Funktionen
f(x). An den Unstetigkeitsstellen ist die Stammfunktion allerdings nur

einseitig differenzierbar
und

Fl(z7) = Jim f@&)  Fl@h)= t“er f@®)

—X
2) Eine beliebige Stammfunktion einer Funktion f(x) nennt man auch
das unbestimmte Integral
von f(z) und schreibt

F = /f(x)da:
Die Funktion F'ist dann nur bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt.

90

Beispiele:  Wir bezeichnen mit C stets die Integrationskonstante:

ng. — 1 a1 _
/a: der = n+1x +C (n# —1)

/lda; = Inlz|+C  (z#0)
X
/sinxda: = —cosx+C

/COSacd:I: = sinx+C

1
/1+x2da: = arctanz +C

1 1 14z
dr = —1In C
/1—:1;2 o 2 ‘1—x‘+
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