Kapitel 7:  Interpolation
7.1 Problemstellung
Gegeben: Diskrete Werte einer Funktion f : R — R (Stiutzstellen)

(z0, fo), (x1, f1)s - -s (@n, fz) (o <21 <...<2n)
Gesucht: Einfache Funktion p : R — R, die die Daten interpoliert:
p(z;) =f; i=0,1,...,n
(p = Polynom, trigonometrisches Polynom, rationale Funktion)
Zunachst: Klassische Polynom—Interpolation
Bestimme ein Polynom hochstens n—ten Grades
p(x) =ag+ a1z + a2:c2 + ...+ anz™,

das die gegebenen Daten interpoliert.
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Erster LOsungsansatz: Interpolationsbedingungen ergeben ein LGS

ag + a1z + ang + ... tanxgy = fo
ap + ai1x1 + CL2$% +...+tanx? = f1
ao + ajxn + agx% + ... +anx]} = fa

Vandermonde—Matrix

2 n
1 z9 z§ xq ag fo
1 z1 a7 1 a1 | _ | f1
1 zp x2 ... P an fn
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Es gilt (Beweis mittels vollstandiger Induktion)
detV(zg,...,zn) = [] (z;— ;)
0<i<j<n

Satz:  Sind die Knoten z; des Interpolationsproblems paarweise ver-
schieden, d.h.

r; #=xj (1 7F7)
So existiert genau ein Polynom p, héchstens n—ten Grades, das die In-
terpolationsbedingungen

erfallt.

Aber:
LGS mit Vandermonde—Matrix ist numerisch zu kompliziert!
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7.2 Interpolationsformeln nach Lagrange und Newton
Interpolation nach Lagrange:
Wir definieren

() (@—20) - (@—xj 1) (@—2jp11) ... (z—wn)
(2 —20) - (wj—wj_1) - (@ —@jp1) - (2 — @)

o (e

i=0,izj (T — i)

Dann gilt furalle 5 = 0, ..., n:

N )1 =y
lﬂ(“;@)_{o T
Also wird die Interpolationsaufgabe geldst durch das Polynom p,, ()
n
pn(z) = folo(x) + ...+ faln(z) = [] fili(x)

1=0
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2] 3

fi10]0|4]18

Beispiel: Wir betrachten die Daten
;r:j ‘ 0 ‘ 1
Dann gilt:
o () (z-1)(=z-2)(z-3)
0 (0—1)(0—2)(0—3)
(z-0)(z—-1)(z—3)
l2(z)

2-0)(2-1)(2-3)
Das Polynom ist dann:

11 (2) (z —0)(x —2)(x — 3)

(1-0)(1-2)(1-3)

5 () (z—0)(z - 1)(z—2)

(3-0(3-1)(3-2)

pn(x) = 4-lx(x)+ 18- 13(x)

493(:1:— 1)(xz — 3) i

18 z(x —1)(xz —2)

2

— X

6
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Interpolation in der Newton—-Darstellung:

Das Interpolationsproblem wird auch geldst durch das Newton—Polynom

n

i—1
Z c; H (r —x;)

i=0 j=0

pn(x) =

= cgteci(z—z0) +.

mit geeigneten Koeffizienten cq, cq, . .

Insbesondere gilt dann:
pn(zg) = co
pn(r1) =

pn(x2) =

oten(z—xz9)...(x —x)y_1)

., Cn.

co + c1(x1 — xo)

co + c1(xo — xg) + co(xo — 20) (2 — 271)
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Was sind die Koeffizienten cg, cq,...,cn?

pu(z0) = co=fo = co=fo
_fi—fo

T1 — X0

pn(r1) = Co+61(w1—$o)£f1 =

n 1—1
pn(Tn) = Zci H(xn_xj)
= cgt+ci(xn —x20) + ... +cnlxn —x0)(xn —21) ... (Tn — THh—_1)

1

n—1 J—1
= cp = o] (fn - Z Cj H (xn - l'z))
0

(en—z;) > 970 =
=0

J
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Folgerungen:

1) Zur Berechnung von c; benotigt man nur die ersten (j + 1) Punkte

(xOJfO)J R (xjvfj)

Notation:

Cj:f[il?o,ivl,---,wj_bwj] (1 =0,1,...,n)

2) Nimmt man eine Stiitzstelle (x,41, f,,+1) hinzu, so gilt:

Pnt1(@) = pn(x) + cpy1 [] (& — ;)
i=0

mit
_ fo+1 —prn(xpg1)

Cn—l—l - n
I g1 —z5)

J=0
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Methoden zur Polynomwertberechnung:

Auswertung eines gegebenen Polynoms tber das Horner—-Schema:
Seip(z) = ag 4 a1z + axz? + ... + anz™.
Man berechnet p(£) an einer festen Stelle £ mittels

p(§) = ag +&(ay +€(ax +&(. .. (ap—1 +anf) ...)
Rekursive Darstellung:
= ap
by = api1+&bpy1, k=n-2,...,1,0
b1 = ag+&bo
Dann gilt p(§) = b_1.
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(Effiziente) Berechnung des Newton—Polynoms tber
Methode der dividierten Differenzen

Satz: Definiert man die sogenannten dividierten Differenzen mittels

fleixt, - xigr] — floi, - v k1]
Tipp — T

f[x’b Lit1,--- 7xz-|-k‘]
so gilt

Cj = f[ZUO,ZCl,...,ZCj],

d.h. die dividierten Differenzen ergeben gerade die Koeffizienten des
Newton—Polynoms.
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Berechnungsschema zu den dividierten Differenzen (fur n = 3):

z | fle] fleo, zipd] floszigpr, migpol  flo i1, Tigo, 243

zo | fo

r1| f1 flzo,zi]

o | fa o flry,70] flxo, z1, 2]

r3| fz  flr2,z3] flxy,z2, 23] flzo, z1, 72, 23]
wobei

flei zipq, . wi48] =

flejl = f;  j=iit1,...itk
floip1, - wiqpr] — flziy - 24 p—1]
Lit+k — L4
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Der Interpolationsfehler:

Satz:

e(x) = f(x) —pn(x)
= f(z) - (pn+1(93) — Cpt1 ﬁ (z — wi))

=0

= f[a:o,...,xn,x] H (x_xl)

1=0
Sei f € C"t1([a,b]). Dann gibt es ein ¢ € [a, b] mit
_ 1 n+1
f[CCO,---aSUn—|—1] —mf( )(5)

Abschatzung fir den Interpolationsfehler:

£(2) = pn(@)] < ———— max |fFD(E)]-

~ (n4 1) ¢€la,b] Zl;lo(x — i)

62



Das Knotenpolynom:

Ein Term des Interpolationsfehlers ist das Knotenpolynom:

(@) = [] (@ -2

i=0
Optimierungsproblem:
Bestimme die Knoten zq, 1, . .., zn, SO dass
n
max I (@ — =)
xQ,---,Tn€la,b] i—0

fir z € [a, b] minimal ist.

Losung: Tschebyscheff-Knoten auf [—1, 1]:
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6.3 Spline—Interpolation
Sei Ay, eine Unterteilung des Intervalls [a, b]:

Ap 1 a=zg<r1<...<Tp_1<Tn=2>

mit Teilintervallen [z;_1,z;], j = 1,...,n.

Definition:  (Kubischer Spline)
Eine Funktion S : [a, b] — R heil3t kubischer Spline, falls

1) S € C?([a,b]), d.h. S ist zweimal stetig differenzierbar,
2) S ist auf jedem Teilintervall ein Polynom dritten Grades:
S(x) =s;(z) = aj—l—bj(ac—a:j_l)—|—cj(:1c—acj_1)2—|—dj(ac—:nj_1)3
firz € [zj_1,z;Jundj=1,...,n.
Interpolation der Daten (xq, fo), - - -, (zn, fn) Mit kubischen Splines.
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Ein kubischer Spline besitzt also 4n Parameter, die folgendermal3en be-
stimmt werden:

1) Interpolationseigenschatft:
si(xj—1) = fj—1, sj(x;)=f Vji=1,...,n
2) Stetigkeit der Ableitung:
S}(a:j)=53+1(a:j) Vi=1,...,n—1
3) Stetigkeit der zweiten Ableitung:
1/ " -
sj(asj)—sj_|_1(a:j) Vi=1,...,n—1

Dies sind (4n — 2) Gleichungen, es fehlen also noch zwei Bedingungen.
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Definition:  Ein kubischer Spline heif3t
1) naturlicher Spline, falls gilt: S”(a) = S”(b) = 0,
2) periodischer Spline, falls gilt: $(9(a) = S (b), i = 0, 1,2,
3) allgemeiner Spline, falls (z.B.) gilt: S'(a) = f§, S'(b) = f7.
Alle drei Bedingungen ergeben die zwei notwendigen Gleichungen.

Besondere Eigenschaft des natirlichen Splines:

Satz: Unter allen interpolierenden C'2—Funktionen minimiert der natirli-
che kubische Spline das Funktional

b
Iy} = [ (" (2))2de

Funktional ist ein Malf3 fur die Krimmung der Interpolationsfunktion.
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Berechnung des nattrlichen kubischen Splines:
Sei S auf dem Teilintervall [z;_1, ;] gegeben durch

S(x) = aj +bj(z —xj_1) + ¢jw —zj_1)* + dj(z —xj_1)°
Dann gilt:

a; = fj—l
p, — JiTli-1 2Mia+ My,
J J
hj 6
M;_q

o J
C] >
g = Mj—Mja

! 6h;

und die Momente M l6sen ein LGS mit Tridiagonalmatrix.

67

Herleitung des Splines tber die Momente M :
]\4‘7 = S”(xj), 3 =0,...,n
nennt man Momentenmethode: s}’(m) ist eine Gerade mit

M—j— M4
sj(x) = Mj_1 + ™ —=(x—-xj_1) (hj=xj—z5 1)
J

Integration liefert

M; — M;_1
si(x) = Bj+Mj—1(x_xj—1)+%(x_xj—l)2
j
M;_1 M; — M;_1
si(w) = Aj+ Bj(z —xj_1) + 32 (z—zj_1)?+—L——I— 6hjj (z —zj-1)>

mit den Integrationskonstanten A;, B;.
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Aus

si(zj—1) = fj—1 si(@) =
folgt direkt

f. _ f‘—l h
Aj=fj1 Bj="—_"= h~] —E](Mj-FQMj—l) ()
J
Stetigkeit von S’ an den Punkten rj,j=1,...,n— 1 ergibt

M; + M;

—1
S;(xj) = 3;'—1—1(%') = Bj + hj = Bj+1

Einsetzen von () ergibt dann:

J J J+1
M. _J - e
6 Mi-1t 3

firj=1,...,n— 1.

Mo+ hj+1M~_|_1 _fivi i fi—fia
o6 hjt1 hy
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Tridiagonalsystem fur M, ..., M, mit S”(a) = S”(b) = O lautet

2 Ao My do
p1 2 A1 My d1
Pn—1 2 Ap—1 Mp—1 dn—1
n 2 Mpn, dn
mit hj =x; —xj-1 und
h;i1
A, o= — It =1
j v My J
hj + jta
g = (fj+1 —fi i j—l)
=
hjthjpri \ hja h
furj =1,...,n — 1 sowie den Randwerten

)\O:O, dO:O, Mn:O, dn:O
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Abschliel3ende Bemerkungen:

1) Die Berechnung des (naturlichen) kubischen Splines ist relativ leicht,
da das Tridiagonalsystem direkt geldst werden kann.

2) Ein Spline oszilliert weit weniger als klassische Interpolationspolyno-
me, denn er minimiert die Krimmung.

3) Nimmt man immer mehr Stitzstellen hinzu, so konvergiert der Spline
mit der Ordnung h* gegen die Ausgangsfunktion.

4) Schreibt man als Randbedingungen die ersten Ableitungen vor, d.h.
S'(a)=fo, S'(b) =1y

so erhalt man ebenfalls ein Tridiagonalsystem, allerdings mit anderen
Werten flr \q, dg, pn und dp,.

5) Beim periodischen Spline erhalt man bei der Losung kein Tridiagonal-
system.
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