Analysis Il far
Studierende der Ingenieurwissenschaften

Jens Struckmeier
Fachbereich Mathematik

Universitat Hamburg

Technische Universitat Hamburg—Harburg

Sommersemester 2006

Informationen zur Vorlesung

e Klausureinsicht Analysis |
Donnerstag, den 6. April 2006, siehe Internet

e Erste Ubung zu Analysis I
Im Internet verfiigbar, Ubungsbetrieb startet nachste Woche

e Erste Anleitung
Dienstag, den 4. April 2006



5.4 Fixpunkt-Iteration

Nochmals: Iterative Losung der (nichtlinearen) Gleichung

flx) =0
Abschnitt 3.1 der Vorlesung:

e Bisektionsverfahren (Intervallhalbierung)
e Newton—Verfahren
Iteratives Verfahren: Fixpunkt—Iteration mit Verfahrensfunktion &
xk"—l = qD(mk) (k = 07172)"')
und

*

¥ = lim x4 = lim ®(x) = ®(lim ) = ()
k—o0 k—o0 k—o0

Fixpunkt—Iteration: LOse statt f(z) = 0 das Fixpunkt—Problem
x = P(x)
mittels der Iteration
rpy1 = P(zg) (k=0,1,2,...)
Aber: Verfahrensfunktion @ ist nicht eindeutig!
Beispiel: Suche im Intervall (0, w/2) die eindeutige Nullstelle von
f(z) :==2x —tanx
1. Iteration mittels
2 —tanz =0 <& = %tanx =: Py (x)
2. Iteration mittels

2r —tanz =0 <& 2z = arctan2xz =: d5(x)



Ergebnis der 1. Iteration und 2. Iteration:

e lIterationen
Tp41 = %tan Tl Yrp4-1 = arctan 2y,
e Wahle als Anfangsnaherung in beiden Iterationen
zg = 1.2 yo ‘= 1.2
e Beide Iterationen konvergieren im Grenzwert k — oo, aber

lim z =0 k”m yr = 1.165561185
— 00

k—oo

e Berechne die Iterationen mittels eines Computerprogramms

Konvergenzgeschwindigkeit hangt ab von

dem Abstand zwei benachbarter Folgenglieder:  |zj41 — x|

Definition:  Sei (V, || - ||) ein normierter Vektorraum.

Eine Abbildung ® : D — V, D C V heil3t Lipschitz—stetig auf D, falls
eine Konstante L existiert, sodass

Ve,ye D 1 |[®(z) — P(y)| < Lz -y

Die Konstante L nennt man die Lipschitz—Konstante.

Definition:  Eine Abbildung ® : D — V, D C V heil3t kontrahierend,
falls L < 1 qilt.

Man nennt dann L die Kontraktionskonstante von .

Bemerkung: Jede Lipschitz—stetige Funktion ist stetig!
Es gelte die Abschatzung

VeFEy @ [[P(x) - P <z -yl
Dann ist @ nicht notwendigerweise kontrahierend!



Satz: Jede C1-Funktion ® : [a,b] — R ist Lipschitz—stetig auf [a, b] mit
der Lipschitz—Konstanten

L:=sup{|®'(z)| : a<z<b}

Ist L < 1, so ist @ kontrahierend; ist dagegen L > 1, so ist & nicht
kontrahierend!

Beweis: Aus dem Mittelwertsatz folgt

[®(2) — d(Y)| = [®'(O]]z —y| < L]z —y]

Beispiel: Betrachte die Funktion ®(x) = e~ . Dann gilt
d'(z) = —e 7
Lipschitz—Konstante

L:=sup{le™| : a <z <b}

Banachscher Fixpunktsatz

Sei (V, || - ||) ein vollstandiger normierter Raum (Banachraum). Ferner sei
D C V abgeschlossen und © : D — D eine kontrahierende Abbildung
der Menge D in sich mit einer Kontraktionskonstanten L (also L < 1).
Dann gelten die folgenden Aussagen:

1) Es gibt genau einen Fixpunkt z* von & in D

2) Furjeden Startwertzg € D konvergiert die Fixpunkt-Iteration x4 1 =
@ (x;) gegen den Fixpunkt z*

3) Es gelten die Fehlerabschatzungen:

n

1-L

ln — 2| < lzn —zpn—1]l < |1 — zol|

— L



Beispiel: Berechne den kleinsten Fixpunkt von ®(z) = 0.1e”

Setze D = [0, 1], dann gilt

exp(1)
10

Daher bildet & das Intervall D = [0, 1] auf sich ab.

d(z) = P'(z) = 0.1

Damit ist ® auf D kontrahierend mit L := exp(1)/10.
Berechne Fixpunkt 2* mit einem absoluten Fehler von ca. 10~°;

n

0< d(x) < <1

ln — 2*|| < lz1 — wol| < 107°

~—1—-L
Daraus ergibt sich mit zg = 1 und damit z1 = exp(1)

n>
~ logig L
Tatsachlich ergibt sich nach 11 Iterationen eine zehnstellige Genauigkeit.
9

~ 10.61

Bemerkung: Existiert eine abgeschlossen Kugel

K=A{zeV|l[z—-yol <r}
mit den Eigenschaften

1) & : K — V ist kontrahierend mit Konstraktionskonstante L < 1

2) |®(yo) —woll < (1= L)r
so gilt (K) C K und der Fixpunktsatz lasst sich mit D = K anwenden.

Beweis: Betrachte ein y € K. Dann gilt

1P(y) —yoll < ||P(y) — P(yo) + P(yo) — voll
< Llly—yoll + (1 —L)r

r
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Kapitel 6: Potenzreihen und elementare Funktionen

6.1 GleichmaRige Konvergenz
Sei (fn)n>0 €ine Folge von Funktionen mit fy, : D — C, D C C™

Definition:  Zur Konvergenz von Funktionenfolgen definieren wir

1) Die Funktionenfolge (f,) konvergiert punktweise gegen eine
Funktion f, falls gilt:

Vze D nILmOO fn(z) = f(2)

2) Die Funktionenfolge ( fr,) konvergiert gleichmaRig gegen eine
Funktion f, falls

n—oo

lim |Ifn = fllo =0 <= n'Lmoo sup [fn(2) — f(2)|| =
zeD

Beispiel: Betrachte die Funktionenfolge (f,) definiert durch
l-nz : 0<z<i
fn(z) = 1
Diese Folge konvergiert offensichtlich gegen die Grenzfunktion

1 : z=0
f(sv)={

0 : O0<z<1
Die Konvergenz ist aber nicht gleichmalfig, denn

||fn_f||oo:1 Vn>0

Jede Funktion f,,(x) der Folge ist auRerdem stetig

Die Grenzfunktion f ist nicht stetig!

0
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Beispiel:  Wir betrachten die Funktionfolge

fn(z) = nzexp(—nz) n>1
Die Funktionenfolge konvergiert punktweise gegen f(x) = 0, allerdings:

2z exp(—nz) = nexp(—nz)(1 — nx)

fi(x) = nexp(—nz) —n
Aus f] (z) = 0, folgt z = 1/n. Weiter gilt:
n(1/n) <0
Das Maximum der Funktion fy,(x) liegt bei x = 1/n mit

fn(l/n) =exp(-1) Vn>1
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Satz: Konvergiert eine Funktionfolge (fn) mit f, : D — C, D Cc C™
gleichmaliig gegen eine Grenzfunktion f und sind die Funktionen f,, stetig
auf D, so ist auch die Grenzfunktion stetig auf D.

Beweis: Seie > 0 gegeben und n so gewahlt, dass

9
I~ flloo < 5
Weiter sei § > 0 so gewahlt, dass
g
VzeD : |lz—20llco<d = |fn(2z)— fn(20)] <§
Dann gilt:

F() = f(zol < () = f(D] + fn(2) — fzol + [ Fnlz0) — F(z0)
< 3tztz=c
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Satz: GleichméaRige Konvergenz von Reihen von Funktionen
1) Majorantenkriterium von Weierstral
Gegeben seien Funktionen f;. : D — C, D c C™. Gilt dann fur
oo
bp e R: VzeD |fk(z)|§bk N >, b < oo,
k=0
o0
soistdie Reihe > fi.(z) gleichmafig und absolut konvergent auf D.
k=0
2) Sind die Funktlonen fr : [a,b] — R differenzierbar in [a,b] und die
beiden Reihen Z fr(z) und Z f1.(2) gleichméRig konvergent, so

istauch f(z) = OZO f1(2) d|fferen2|erbar mit
k=0

FIAOEDWIO
x k=0
fur alle z € [a, b].
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