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Andysisll 7. Vorlesung

8.4 Integration rationaler Funktionen

Rationale Funktionen

R@) =20y =S aat, @)= bt
k=0 k=0

q(z)
Integration erfolgt tber die
Partialbruch-Zerlegung

einer rationalen Funktion.

Ansatz:
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Erlauterungen:

1) Wir haben angenommen, dass p(z) und ¢(z) keine gemeinsamen
Nullstellen besitzen.
2) Das Polynom p; () tritt nur auf, falls

deg p > deg ¢

In diesem Fall berechnet man p; (z) mittels Polynomdivision.
3) Bei der verbleibenden rationalen Funktion

pa(x)
g2()

besitzt der Nenner g2 (z)
e die reellen Nullstellen z; mit Vielfachheit k;

= R(z) — p1(z)

o die komplexen Nullstellen z; = a; + ib; mit Vielfachheit &;

e und damit komplex konjugierte Nullstellen z; = a; — ib;
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Ansatz:
Rz) = pi(z)+ i LI B L2
' Hll—z) (-2 (z-z)h
'7]137+5jl /ijjx—’_(sjkj
3 — Fo
P/ [(z —aj)? + bF]! [(z —a;)? + b7]

Parameter, die berechnet werden missen
i,  j=1,...m,l=1,...k;
Vil J=nm+1,...,n0,l=1,...,k
dj1, J=nmi+1,...,n0,l=1,...,k

Dies erfolgt iber Koeffizientenvergleich,
d.h. die rechte Seite wird auf den Hauptnenner gebracht.
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Beispiel:  Wir betrachten die rationale Funktion

1—=2x
R(z) = ————
(=) z2(z2 4+ 1)
Ansatz:
(5] (D) Y1T + (51
R = — 4+ "=+ ——
(z) z + 2 22 +1
= 1-z = z(@*+Day+ (2®+ Daz + 2%(712 + 61)

Ausmultiplizieren:
1—z= (a1 +71)2° + (a2 + 01)z? + vz + g
Koeffizientenvergleich:
a1+71 =0, as+d=0, ag=-1, az=1

Partialbruchzerlegung:
1 1 Lo 1
x 2 r2+1
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Bei der Integration rationaler Funktionen gibt es 4 Grundtypen:
1) Polynome:

S

S
/Z cpz” dx = %xk"‘l +C
k=0 e
2) Inverse Potenzen:

In|z —zo| +C o l=1

/ﬁ: 1 1

1—1 (z—z0) !

3) Inverse Quadrate:

1
I, = /m dt (l € N)

1 t
Il - m[(3—2l)_[l_1—m 3 1—2,3,
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Zunéchst gilt:

1
Il :/mdt:arctant—i—c

Herleitung einer Rekursionsformel fur [ > 1:
Mittels Substitution:

2t du 1 1
[t = [ e

Mittels partieller Integration:

1 2 +1 t 2t
I_ == _— = —_— = - —_— I
-t /(t2+1)l—1 dt /(t2+1)l dt /2 SR

1 1

= — L1+ 1
A —DE@+1)T 20—p A
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4) Wie Typ 3), aber Zahler linear:
cr+d c 2(x —a)
dr = = d
/[(x—a)2+b2]l v 2 / (@—a)? + 07}

dr
+(d+c-a)/ (&= a2 £ 07

Erstes Integral:

/ [(xz_(Z)Zi)b2], dr = /ci_z;

Zweites Integral:

/ dz 1 / dt mit o 29
[(z — a)2 +b2]l T op2-1 (12 + 1)l T )
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Beispiel:  Wir betrachten wiederum die rationale Funktion

11—z
R R Y SRy
() x2(z?2 + 1)
11 el
o x? 2241
o1, .,
= R(z)dx = —ln|x|——+§ln(:v +1) —arctanz + C
T
Bemerkung:  Substitution bei anderen Integralen:
1)
R(t
/R(ex) dz :/¥dt
2)
, 1—-t* 2t 2
/R(cos:c,smx)d:c = /R <1 o —|—t2> e dt
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8.5 Uneigentliche Integrale
Integrale tber unbeschrénkte Bereiche

/Oof(x) dz, /bf(x) dz, 7f(£b’) dx

Integrale tiber unbeschrénkte Funktionen mit Singularitdten am Rand
b
/f(x) dz, f: (a,b] — Rstetig, f:[a,b) — R stetig

Lokale Integrierbarkeit:

Definition:  Eine Funktion f : D — R mit D C R heift lokal
integrierbar, falls sie tber jedem kompakten Intervall [a,b] C D
integrierbar ist.

Ist f(x) lokal integrierbar, so kann man folgende Grenzwerte betrachten:

a— o b— oo
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Definition:

Bemerkung:

7. Vorlesung

Ist eine Funktion lokal integrierbar, so definiert man

7 fl@)dz = lim | f(z)dx

ab a b

/f(x) dr := aEIEloo f(x)dx
7f(sc)dm = /c f(x)da:+/oof(:c)dx

Der Cauchysche Hauptwert ist definiert als

z

CHW /f(a:)da; = lim [ f(z)dz

Z—00
—Zz

und im Allgemeinen nicht identisch mit obigem Integral!

Analysisil

Definition:

[a, b) oder (a,

Bemerkung:

CHW

7. Vorlesung

Die Funktion f(z) sei lokal integrierbar tber (a, b] bzw.
b). Dann definiert man

c—at

/ f(z)dz = lim /b f(z) dz

c—b—

/f(x) A = /cf(x) dx+/bf(a:) dz

Der Cauchysche Hauptwert ist definiert als

/bf(x) dx = sl—i>I(IJl-|- (C/Ef(:v) dr + /b f(x) da:)
a a cte

[ f@ds = tim / #(z) da

11

12
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Beispiel:
1) Wegen

In|z|+C oa=1

konvergiert das uneigentliche Integral

o

1
—dz
xoz

1

fur o > 1 und divergiert fir o = 1.
2) Folgendes uneigentliche Integral besitzt den Wert 1:

oo
/ |av|e_””2 dz
—o0



