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Andysisll 6. Vorlesung
Beispiele:

1
/e‘wdac = Ee‘”’—l-C (a #0)

T _ 1 T
/b dr = lnbb +C (b>0,z>0)

/lnxd:c = z(lhz—-1)+C (x > 0)

/logbxdx = %(1nx—1)+0 (b>0,z>0)
/sinh:z:dx = coshz+C

/coshxd:c = sinhx + C.
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Satz: (Integrationsregeln)

1) Linearitat:
Sind £, g : [a,b] — R stiickweise stetig, so gilt

[@s@) +By@)ds=a [ f@)dz+ 5 [ gla)da.

2) Partielle Integration:
Sind u, v : [a, b] — R stetig differenzierbar, so gilt
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Satz:  (Integrationsregeln)

3) Substitutionsregel:
Ist b : [a,b] — [c, d] stetig differenzierbar und f : [¢, d] — R stetig
mit Stammfunktion F'(x), so gilt:

/ﬂmmwmﬁszmy

Bei bestimmten Integralen erhalten wir demnach:

b h(b)
/ﬂmmwwa - /mem
a h(a)

—  F(h(b)) - F(h(a)).

Beweis: 1): Integration ist linearer Operator, 2): Produktregel,
3): Kettenregel.
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Beispiele:
1)

/(28$3+12x2—2$+3)d$:7x4+4x3—$2+3m+0

2)  Partielle Integration:

/xemdaj = xez—/emdaj

= (x—1e*+C

3)  Partielle Integration:

/lnwdm = /1-ln3:dr£

1
= x-lnx—/w-—d:c
T

= z(lnz—-1)+C
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Beispiele:

4)  Partielle Integration:

/sinzxdx = /sinx-sinxdaz

= sinz(— cosx)+/cos2wdx
= —sinxcosx+/(1—sin2x)d:c
= 2/sin2wda: = —sinzcosx+z+C

1
= /sin2a:d:v = §($—sinxcosm)+0
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Beispiele
5)  Substitution z = h(t) = acost beim Integral
/\/ d:l:—/\/l—cos2 (—asint)d
denn mit A'(t) = —asint h(0) =a h(w) = —a ergibt sich

0
/\/ = /\/1—cos2t —asint) dt
= a/sin2tdt
0

= a(t—sintcost) | = o
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6)  Substitution = = h(t) =2, t > 0 beim Integral
/ fd:c—/etQtdt

h'(t) = 2t

/eﬁdx = /et2tdt

= 2(t—1)e'+C

denn

= 2(yz—1eV*+C
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Wichtige Beobachtung:
Nicht jedes Integral l46t sich explizit 16sen,

d.h. die Stammfunktion ist nicht immer durch elementare Funktionen

darstellbar.
Beispiele:
Si(z) = /Slidt (Integralsinus)
2 2
erf(z) := —/e_t dt (Fehlerfunktion)
VT )

(1—k?sin®t)¥3dt  (Elliptische Integrale)

Jm
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Satz: (Mittelwertsatz der Integralrechnung)

Sei f : [a,b] — R stetig, p : [a,b] — R integrierbar und p(z) > 0,
a < z < b. Dann existiert ein £ € [a, b] mit

/b f@p(e)dz = ) [ pla)do

a

Beweis: Da f(z) stetig und p(z) > 0 folgt:

min(f|a, b)) - p(x) < f(z)p(x) < max(f[a,d]) - p(z)
Integration liefert:

b

mmUMH)/‘ dx</f dx<mw(mmy/f@mx

a

Behauptung folgt dann aus dem Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen.
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Bemerkung:

Fir den Spezialfall p(z) = 1 gibt es damit ein £ € [a, b] mit

[ t@yds =1 -0

Schreibt man diese Beziehung als

mit der Stammfunktion F'(x), so folgt

F(b) — F(a)
b—a

Mittelwertsatz der Differentialrechnung fiir die Stammfunktion F'(z).

Aeelab] : F()=
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Bemerkung:  Taylor-Entwicklung mittels partieller Integration:

(@) — flzo) = / F(t) dt = / (2 — 105 (1) dt

Zo

T

— (2 20)f(z0) + / (z — ) " (8) dt

Zo

T

(k) (g
_ kz_: f k(| 0) (z — o) + % /(3: — )"t (1) de

Zo

Restgliedformel nach Lagrange aus Mittelwertsatz:

% / (z— )" FrHD (b dt = —

ARG
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Satz von Taylor:
Sei f : [a,b] — R eine C""1-Funktion und zo € (a, b).

Dann erhalt man fir die Taylor-Entwicklung von f im Punkt z¢

n ) (2
Py =310 0k g R (s o)

!
— K
die Restgliedformel nach Lagrange:

(n+1)
(o) = T o

aus der Darstellung des Restgliedes in Integralform:

(1€ = zo| <z = z0l)

Raziz0) = / (2 — )" D (1) dt.

Zo

13



