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Andysisll 4. Vorlesung
Kapitel 7:  Interpolation

7.1 Problemstellung

Gegeben:  Diskrete Werte einer Funktion f : R — R (Stitzstellen)
(w0, fo), (1, f1), - -5 (Tn, fn) (zo <1 < ...<Tp)
Gesucht:  Einfache Funktion p : R — R, die die Daten interpoliert:
plz))=fi i=0,1,...,n

(p = Polynom, trigonometrisches Polynom, rationale Funktion).
Zunachst:  Klassische Polynom—Interpolation
Bestimme ein Polynom hochstens n—ten Grades

p(x) =ap + a1z + asx® + ... 4 apz®,

das die gegebenen Daten interpoliert.
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Erster LOosungsansatz:  Interpolationsbedingungen ergeben ein LGS

2
ag+ar1xg +azy+ ... +anry = fo

2
ap+ a1z +axy + ... +axy = fi

ag + a1x, + agxi +...Fanz, = fn
Vandermonde-Matrix
1 =z x% N ag fo
2
1 T Ty ce Jf? aq f1
1 z, x% Ty an fn
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Es gilt (Beweis mittels vollstandiger Induktion)
det V(zo,...,xn) = H (x; — ;).
0<i<j<n

Satz:  Sind die Knoten x; des Interpolationsproblems paarweise
verschieden, d.h.

T # xj (i # 7)
so existiert genau ein Polynom p,, hochstens n—ten Grades, das die
Interpolationsbedingungen

pn(l‘j):fj jIO,l,...,’I‘L

erfullt.

Aber:
LGS mit Vandermonde—Matrix ist numerisch zu kompliziert!
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7.2 Interpolationsformeln nach Lagrange und Newton
Interpolation nach Lagrange:
Wir definieren

o (x—x0) .- (x—xj_1) (T —xjq1) ... - (T —xp)
(@) (j — o) - (@5 —wj—1) - (T —xj41) - (T — @)
_ - (x—xl)
izgséj (2; = @)
Dann gilt firalle 7 =0, ..., n:

1 : i=y
Li(x;) =
i (@) {O Iy

Also wird die Interpolationsaufgabe geldst durch das Polynom p,,(x)

(@) == folo(x) + ...+ faln(z) = Z fili (z)
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Beispiel:  Wir betrachten die Daten

Dann gilt:
o(z) = (r—1)(x—2)(x—3) L) = (x = 0)(x —2)(x —3)
0 O0—1)(0-2)(0-3) (1—0)(1—2)(1—3)
b(z) — (x—=0)(x—1)(xz—3) ls(z) = (x=0)(x—1)(z—2)
’ 2-02-1)2-3) 3-0)(3-1)(3B-2)
Das Polynom ist dann:

pn(x) = 4-la(x)+ 18- 13(x)




Analysis|l 4. Vorlesung 7

Interpolation in der Newton-Darstellung:

Das Interpolationsproblem wird auch geldst durch das Newton—Polynom

pn(x) = Z f[ 27 —l‘]
i=0  j=0

= ctalx—zo)+...+cp(x—20)...(x — Tp_1)

mit geeigneten Koeffizienten cg, c1, ..., c,.

Insbesondere gilt dann:

pn(xo) = 0O
pn(z1) = co+ci(z1 — x0)
pn(l‘g) = Co+01($2 —$0)+02(l‘2 —xo)(l‘g —xl)
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Was sind die Koeffizienten cg, c1, ..., ¢,?
!
pn(x0) = co=fo = co=fo
! fo
pn(z1) = cota(zi—x0)=fH = =
Tr1 — X
n —1
pn(frn) = ch H - x] ”
i=0 j=0

= cotc(xn—z0)+...+cn(xn —xo)(Tn — 1) ... (T — Tp—1)
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Folgerungen:

1) Zur Berechnung von c; bendtigt man nur die ersten (j + 1) Punkte

(0, fo)s -+ (5, f5)-

Notation:
cj = flwo,x1,. .. Tj-1, 7] (j=0,1,...,n)

2) Nimmt man eine Stitzstelle (z,,41, fn+1) hinzu, so gilt:

pn+1(m) = pn(x) + Cnt1 H(m - xl)

mit
_ fn—l—l _pn(l‘n—i—l)
Cpn4+1 = n
H(mn—i—l — ;)
7=0
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Methoden zur Polynomwertberechnung:
Auswertung eines gegebenen Polynoms liber das Horner-Schema:
Sei p(x) = ag + a1 + asx?® + ... + a,x™.
Man berechnet p(&) an einer festen Stelle £ mittels
p(f) = ag + f(al + 5(@2 + f( .. (an,l + anf) .. )

Rekursive Darstellung:

bp-1 = an
b, = ag41 +Ebgpy1, kE=n-—-2,...,1,0
bo1 = ao+&bo

Dann gilt p(§) = b_;.
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(Effiziente) Berechnung des Newton—Polynoms Gber
Methode der dividierten Differenzen.

Satz: Definiert man die sogenannten dividierten Differenzen mittels

flzj] = f;  j=di+1,...,0i+k
flxivt, o Tixk] — flxi, oo, Tigh—
f[migxi+1,-..7l'i+k] = [ +1 +] [ + 1]
Titk — T4
so gilt
cj:f[xo,xl,...,a;j],

d.h. die dividierten Differenzen ergeben gerade die Koeffizienten des
Newton—Polynoms.
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Berechnungsschema  zu den dividierten Differenzen (fir n = 3):

o | flzi] flos @] flosvig, wige]  flo @i, Tige, Tigs]

zo | Jfo

z1 | fi flro, 1]

T2 | fo flz1, w2] flzo, w1, 2]

z3 | f3 [flre, 3] flz1, w2, 23] flzo, x1, 72, 23]
wobei

fle] = f;  je=ditl...itk
flon s wien] = flzivt, s mivr) — flai, oy Tipp—1]

Li+k — T4
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Der Interpolationsfehler:

ez) = [f(x) —pn()

= f(x) - (Pn+1($) — Cnt1 H(l’ - 5'31'))

n

= f[mo,...,xn,x]H(a:—xi)

=0
Satz: Sei f € C"*1([a,b]). Dann gibt es ein £ € [a, b] mit
1
_ (n+1)
flzo, ..o Tnya] T 1)!f (&) -

Abschéatzung fir den Interpolationsfehler:

n

H(:C — ;)

=0

£ (2) = pn(2)] <

(n+1) .
G ey @
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Das Knotenpolynom:

Ein Term des Interpolationsfehlers ist das Knotenpolynom:

(x — x;).

£
O
I
—.

Optimierungsproblem:

Bestimme die Knoten g, x1, ..., x,, SO dass

fir = € [a, b] minimal ist.
Losung:  Tschebyscheff-Knoten auf [—1, 1]:

2 +1 i =0,1
X; = COS ™ == e n.
J 2TL+2 j » 9
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6.3 Spline-Interpolation
Sei A,, eine Unterteilung des Intervalls [a, b]:
A,  a=xp<11<...<Xp1<Tp,=0>
mit Teilintervallen [z;_1,z,], 7 =1,...,n.

Definition:  (Kubischer Spline)
Eine Funktion S : [a, b] — R heilt kubischer Spline, falls

1) S € C?%([a,b]), d.h. S ist zweimal stetig differenzierbar,

2) S istauf jedem Teilintervall ein Polynom dritten Grades:

S(z) = sj(z) = a; +bj(z —zj-1) +¢j(w—2j-1)* +dj(x — z;-1)°

firz € [z;_1,z;jundj =1,...,n.
Interpolation der Daten (xq, fo),- - -, (zn, fn) Mit kubischen Splines.
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Ein kubischer Spline besitzt also 4n Parameter, die folgendermalien
bestimmt werden:

1) Interpolationseigenschaft:

sj(xzj—1) = fi—1, sj(zy) = f; Vi=1,...,n
2) Stetigkeit der Ableitung:

si(xj) = 8514 (x5) Vi=1,...,n—1

3) Stetigkeit der zweiten Ableitung:

sl(x;) =80 4(z;)  Yi=1,...,n—1L

Dies ergibt (4n — 2) Gleichungen, es fehlen also noch zwei Bedingungen
(um 4n Paramter zu berechnen).

15

16
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Definition:  Ein kubischer Spline heif3t

1) naturlicher Spline, falls gilt: S”(a) = S”(b) =0
2) periodischer Spline, falls gilt: S (a) = S@(b), i = 0,1,2,
3) allgemeiner Spline, falls (z.B.) gilt: S’(a) = f{, S"(b) = f}.

Alle drei Bedingungen ergeben die zwei zusétzliche Gleichungen.
Besondere Eigenschaft des nattirlichen Splines:

Satz:  Unter allen interpolierenden C>—Funktionen minimiert der
natlrliche kubische Spline das Funktional

Dieses Funktional ist ein Mal3 fir die Krimmung der
Interpolationsfunktion.
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Berechnung des nattrlichen kubischen Splines:

Sei S auf dem Teilintervall [x;_1, ;] gegeben durch

S(QJ) = a; -+ b](x — xj_l) -+ Cj(J? — .Tj_l)g + d](x — xj—l)g .

Dann gilt:
a; = fj—l
T fi—fi—1 2Mj71+Mjh,
J h] 6 J
M, _
Cj = J2 !
4 - M; — M
T T,
J

und die Momente M 16sen ein LGS mit Tridiagonalmatrix.
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Herleitung des Splines liber die Momente MM:
Mj = S//(!L‘j), j:(),...,n

nennt man Momentenmethode:  s7/(z) ist eine Gerade mit

M; — M;_
s () = Mj_y + —* = e —ajm1)  (hy =5 —25)
J
Integration liefert
M; — M, _
S;(l‘) = Bj + Mj_l(ac - l‘j_l) + JT“(x - J?j_l)z
J
M;_ M; — M,;_
sj(z) = Aj+Bj(z—zj1)+—L2(x—x; 1)+ JTN(:U —z; )
J
mit den Integrationskonstanten A;, B;.
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Aus
sj(@j—1) = fi—1 s(z) = f;
folgt direkt
fi—fi-1  h;
Aj=fi Bj=FoH— = (M +2M) . (%)
J

Stetigkeit von S” an den Punkten z;, j = 1,...,n — 1 ergibt

M; + M,y
S;(Zli'j> :33‘4—1(1:3') = Bj‘i‘%hj ZBj+1 .
Einsetzen von (x) ergibt dann:
hy hy + hy hjia fis1—fi  fi—fim
_M'—1+ J J M+ J M'_|_1: J J _J) J
6 3 6 Y hit1 h;

furj=1,....,n— 1
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Tridiagonalsystem fiir My, ..., M, mit S”(a) = S”(b) = 0 lautet

2 )\0 MO dO

p1 o 2 A1 M, dy
Hn—1 2 )\n—l Mn—l dn—l

Iu,,n 2 Mn dn

mit hj =T; —Tj-1 und

hjti1
s | =1 =\,
] h] +h_7+1 IL(/] J
4 - 6 (fj+1_fj _fj_fj—l)
’ hj+hjp \ i h;
furj =1,...,n — 1 sowie den Randwerten
)\0:0, dOZO, [LnZO, dn:0
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AbschlieRende Bemerkungen:

1) Die Berechnung des (natiirlichen) kubischen Splines ist relativ leicht,
da das Tridiagonalsystem direkt geldst werden kann.

2) Ein Spline oszilliert weit weniger als klassische
Interpolationspolynome, denn er minimiert die Kriimmung.

3) Nimmt man immer mehr Stutzstellen hinzu, so konvergiert der Spline
mit der Ordnung h* gegen die Ausgangsfunktion.

4) Schreibt man als Randbedingungen die ersten Ableitungen vor, d.h.

§'(a) =fo,  S'(b) =1y

so erhdlt man ebenfalls ein Tridiagonalsystem, allerdings mit anderen
Werten fiir \g, dg, pp, Und d,,.

5) Beim periodischen Spline erh&lt man bei der Losung kein
Tridiagonalsystem.



