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6.2 Potenzreihen

Definition: Eine Reihe der Form

(0.¢)

f(z) = Z ar(z — z)" (1)

k=0
heilRt (komplexe) Potenzreihe zum Entwicklungspunkt z, € C. Dabei
giltay € C (k € Ng)und z € C.

Beispiel: (3.4 Konvergenzkriterien fiir Reihen aus Analysis I)
Die Exponentialfunktion ist Giber eine Potenzreihe definiert:

exp(z :ZZ— (z € C).

Elementare Funktionen sind iUiber Potenzreihen definiert:

Inz, a®, cosh(z),sinh(z), cos(z),sin(z), tan(z),cot(z)
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Beispiel:  Eine Potenzreihe fiir reelle Funktionen ist die Taylor-Reihe
2 fR) (x0)
1) =3 T (o
k=0

Die Taylor—Reihe einer C'>°—Funktion ist im Allgemeinen
nicht konvergent.

Konvergiert die Reihe, so nicht notwendigerweise gegen f(x).

Gilt aber

so nennt man die Funktion f reell analytisch oder eine C'“—Funktion
(aus Analysis I).
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Satz: (Konvergenz von Potenzreihen)

1) Zu jeder Potenzreihe (1) gibt es eine Zahl r, 0 < r < oo, genannt der
Konvergenzradius der Potenzreihe mit den Eigenschaften

oo
2=zl <r = Y ar(z—z)" absolutkonvergent
k=0

o
|z — 20| >r = Zak(z — 20)* divergent.
k=0

2) Konvergenzradius nach der Formel von Cauchy, Hadamard:
1

A —
limsup {/|a]

k—oo

(siehe 3.2 aus Analysis I).

] 1
Dabei setzt man: — =0

1
, — 1= 00
00 0
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Satz: (Konvergenz von Potenzreihen)

3) Falls einer der folgenden Grenzwerte existiert bzw. gleich oo ist, ist

er gleich dem Konvergenzradius 7:
1

r= lim —, r= lim
k—oo k |ak| k—oo

ag

Ap41

4) Formal kann man Potenzreihen differenzieren und erhélt
f(z)= Z apk(z — z9)F L.
k=1

Dies ist wiederum eine Potenzreihe.
Der Konvergenzradius ist identisch mit dem Konvergenzradius der
Ausgangsreihe (auch im Fall » = 0 oder » = c0).
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Beweis:  Teil 1):  Wir definieren
r = sup {|w| | Z apwh konvergent}
k=0

Dann gilt 0 < r < oo und flr |z — 29| > r ist die Potenzreihe divergent.
Gilt » = 0, so ist die Potenzreihe (absolut) konvergent nur fiir z = 2.

Seialsor >0und0<p<r =

oo
JweC, [w>p : Y azw® konvergent

k=0

IM>0 : VE>0 : |aw®| <M <(akwk)k20 ist beschrénkt).
Seinun |z — 29| < p < |w|. Dann gilt:
zZz — Z k zZ—Z F
jan(z = 20)*| = [a* 0¥ |—=| <M -
w
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Seinun |z — 2| < p < |w|. Dann gilt:

k
Z— 20

lar(z — 20)*| = |a*w"|

Es qilt:

k
Z — 20 Z — 20

< <1

w w

Also ist die Reihe )~ |22 ]k eine geometrische Reihe.
k=0
Wir haben demnach

[e.¢]
lar(z — 20)| < bp A Zbk < 00.
k=0

Majorantenkriterium von Weierstral =

(o)
3" ax(z — 20)* konvergiert absolut und gleichmaRig fiir |z — 2| < p.
k=0
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Teil 2):  Wir verwenden das Wurzelkriterium:

Vk>ko : {/lax(z —20)k| <q¢<1 & limsup y/|ar(z — 20)%| < 1

k—o0

< limsup v/|ag| |z — 20| < 1

k—oo

1
& |z—2 < —m—.
| o lim sup {/|ax|
k—o0

Teil 3):  Die erste Aussage folgt aus Teil 2).
Fir den zweiten Teil verwenden wir das Quotientenkriterium:

k41
a1 (2 Zo)k <l & |z—2| Ghtt) o
ar(z — 20)
Also:
o Vk+1
lim | %12~ 20) <1 & |z—z|< lim |[ZE£L
k—o0 ak(z — Zo)k k—oo | ag
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Teil 4):  Nach Teil 2) ist zu berechnen:

lim sup v/k|ag|-

k—o0

Wegen V& — 1 fir k — oo gilt:
lim sup v/k|ax| = limsup v/|ag|.
k—o0 k—o0
Also sind die Konvergenzradien der Ausgangsreihe und der abgeleiteten
Reihe identisch.

Bemerkung: Die Konvergenz von vk — 1 zeigt man
folgendermalien:

k(k—1
Vei=l4m,me20 = k:(1+7"k:)k21+7(2 )t
9 _ 2
= 1, —0 (k— 00).
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Beispiel:

1) Die Reihe >~ k!z* konvergiert nur fir z = 0, denn k!2* ist fur
k=0
z # 0 keine Nullfolge.

2) Die geometrische Reihe > z* hat den Konvergenzradius » = 1.
k=0
k

3) Die Exponentialreihe > % hat den Konvergenzradius r» = oc.
k=0 "v-

4) Differentiation der geometrischen Reihe - = >~ z* ergibt:
k=0

0
= Zkzk_1:1+22+3z2—|—423+...
k=1

DO | —

1 - k—2 2
= 5> —~ = 1222 4...).
(e 2k:2k(kz 1)z (2+62+12224...)
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Beispiel:

5) Aus Teil 4) des letzten Satzes folgt auch, dass die integrierte
Potenzreihe

— k+1
C+Zk+1(2—ZO)
k=0
den gleichen Konvergenzradius wie die Ausgangsreihe besitzt.

Beispiel: Integration der Potenzreihe
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Beispiel:
5) Fortsetzung:

Integration der Potenzreihe

% arctan z = N —|—1x2 = Z(—l)kx%
k=0
ergibt
arctanx = Z ;;}:ix%ﬂ, -l<z<1
k=0
Bemerkung:

1) Eine Potenzreihe ist innerhalb ihres Konvergenzkreises mit Radius r
stetig.

Reelle Potenzreihen sind auf (zo — r, ¢ + r) auch C*°-Funktionen.

Eine reelle Potenzreihe ist gleich der Taylor-Reihe einer Funktion.

11

12
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Bemerkung:

2) Es gilt der folgende Identitatssatz fur Potenzreihen:

oo o0

Sind Y ax(z — z0)¥ und 3 by (z — x0)* reelle Potenzreihen, die
k=0 k=0

in einem Intervall (z¢ — ¢, zo + ) die gleiche Funktion darstellen, so

gilt:
VEk Lap = bk
3) Abelsche Grenzwertsatz

Reelle Potenzreihen der Form
fl@)=>an(z — z0)"
k=0

sind Uberall dort stetig, wo sie konvergieren, d.h. insbesondere auch
in den zum Konvergenzbereich gehdrigen Randpunkten des
Konvergenzintervalls.
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Beispiel:  Da die Reihe

— (=DF
In(l+z) =) AR [ |
k1

auch fur x = +1 konvergiert, folgt nach dem Abelschen Grenzwertsatz,
dass die obige Gleichung auch in z = 1 glltig ist:

oo

In(l1+1) = Ll)kﬁ“
a1+ =2, k41
k=0

Daraus folgt:

und

= (=1)k 11
%zarctan(l)zz( ) :1—§+——....

13
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Satz: (Rechenregeln flir Potenzreihen)

Seien f(z) = Z apz®und g(z) = Z brz" Potenzreihen mit den
k=
Konvergenzradlen ry > 0undry > 0. Dann gelten:

1)
Z ax + by)z", |z| < min(ry,rsy)
k=0
2)
= Z)\akzk, |z| <
k=0

3) Cauchy-Produkt fiir Potenzreihen

f(z)-g Z (Z arby— l) , |z| < min(ry,re).

k=0
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Satz: (Rechenregeln flir Potenzreihen)

4) Ist f(0) = 0, so 1aBt sich die Potenzreihe f(z) in die Potenzreihe
g(z) einsetzen. Es gibt also ein 3 > 0 und ¢;, € C mit:

(g0 f)(z) chz 2] < 3.

5) Ist f(0) # 0, so besitzt die Funktion 1/ f(z) eine
Potenzreihenentwicklung. Es gilt also r4 > 0 und d;, € C mit:

1 oo
= dezk, |Z| < Ty4.
9=

Die Koeffizienten d;. lassen sich rekursiv berechnen:
aodo = 1, aodk = —Zdlak_l, k= 1,2,...

Dies ergibt sich direkt aus dem Cauchy—Produkt.
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Beispiele zu den Rechenregeln von Potenzreihen:
3) Wir setzen
xXr
et —1°
Dabei lautet die Potenzreihe des Nenners:

g(x) =

> 1
et —1= k1,
(k+1)!

k=0
Zur Potenzreihenentwicklung von g(z) machen wir daher den

Ansatz:
(e e] Bk
g(x) = 5 ak
k=0

Damit gilt:

et —1 > 1 =\ B
1= . Q(JC) = (,;) 7(]{: n 1>! xk> . (lzo l—'a:l)
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(S () - (Sw) #

k=0 =0

Also muss gelten:

k 1 : k=0

> T
Nk—14+1)
1=0 ( ) 0 : k>0

Daraus folgt:

k—1
k!
Bozl, Bk:—;mBl (k:]_72,)
=0

Die Zahlen B;, nennt man Bernoullische Zahlen:

1 1
By=1, By =—7, B

1
S Bs=0, Bg=—.....
2 69 5 ) 6 )

Ba = By = ——
3 =0, B 30’ 492



