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3.3 Folgen in Vektorraumen

In Abschnitt 3.2: Konvergenzkriterien fir reelle Folgen (a.,)new, an € R
Seinun (V)| - ||) ein normierter Vektorraum.

Wiederholung aus Abschnitt 3.2:

Definition:  Konvergenz von Folgen
Sei (an)nen €ine Folge in V' (Vektorraum mit Norm || - ||)

3) Eine Folge (a,)new heilit konvergent mit Grenzwert (Limes)
a eV, falls

Ve>0: dN=N(E)eN:Vn>N : |a, —al] <e

Beispiel: (Unendlich-dimensionale) Funktionenrdume
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Endlich-dimensionale Vektorrdume (zum Beispiel R™)

Satz: (Normdquivalenzsatz)

Je zwei Normen || - || und || - || eines endlichdimensionalen Vektorraums
V sind aquivalent, d.h. es gibt positive Konstanten C';, C5 > 0 mit

VeeV o Gilloll < o]l < Coflof

Konvergenz und Grenzwert einer Folge sind unabhdngig von der Norm.

Folgerung:  Eine Folge (x,,)mew im R™ konvergiert genau dann,

wenn alle » Koordinatenfolgen (:cg.m))meN,j = 1,...,n konvergieren.
Der Grenzwert der Folge lasst sich komponentenweise berechnen.

Beispiel:

1 1\ n2+2n+3\" T
lim [ —.1 ) YY) (0.2, =
s (n’ +€Xp<n)’ 2n? — 1 > 772
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In endlichdimensionalen Vektorrdumen gelten daher auch
e das Cauchysche Konvergenzkriterium

da : a,, — a(m — o0)
& Ve>0 IN=N() : mn>N : ||a, —an|| —0

e und der Satz von Bolzano, Weierstral}

Jede beschrénkte Folge besitzt eine konvergente Teilfolge

Beispiel:  Fir a,, := 2™, z € C gegeben, gilt

|z| >1 = |an| =|2|" unbeschrankt = (a,),cn divergent

z| <1 = Jap|=]2/"—>0(n—00) = lim 2" =0

n—oo
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3.4 Konvergenzkriterien fur Reihen

Definition:  Sei (ay,)nen, €ine vorgegebene Folge mit a,, € R oder C.,
Dann ist (s, )nen, Mit

n
Sp = E ag
k=0

eine
Reihe (in R oder C)
Die Elemente s,, der Folge (s,,)ren, Nennt man auch Partialsummen.

Ist die Folge (s,,)nen, konvergent, lim,,_. ., s, = s, SO bezeichnet

0
E ai ‘=S
k=0

den Grenzwert der Reihe.
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Satz: (Konvergenzkriterien flr Reihen)

1) Cauchysches Konvergenzkriterium

Zakkonvergent & Ve>0 dN - myn> N Zak <e€
k=0 k=n

2) Notwendige Bedingung

Z aj, konvergent = Jim ar =0

— 00
k=0
3) Linearitat

Sind > ax, > b, konvergente Reihen, so konvergieren auch die
Reihen > (ax + bx), Y _(Aax), und es gelten
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3) Linearitat (Fortsetzung)

Y (ax+be) = D ar+> b
k=0 k=0 k=0

Z()\ak) = A Z Qg
= k=0

k=0

4) Leibnizsches Kriterium

Alternierende Reihen der Form Z(—l)’“ak, ar > 0, fur die
k=0
(ar)ken, €ine monoton fallende Nullfolge ist, sind konvergent, und

es gilt die Einschliel3ung:

2n—1 0 2n
> (D < ) (D <) (=D
k=0 k=0 k=0
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2n—1 2n
Beweiszu 4):  Seienu, := » (—1)far vy =) (—1)fay
k=0 k=0
Dann folgt
Unt1 = Up+ (a2n — G2p+1) > Un
Upt1 = Up — (G2n41 — G2n42) < Uy
Up = Up+ Q2p = Uy
Up —Up = agp — 0 (n— 00)

(un)nen, (vn)nen bilden Intervallschachtelung, konvergieren gegen
gemeinsamen Grenzwert und

o
U <Y (=DFap <o
k=0
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Beispiel:  Die geometrische Reihe > ¢* =1+q¢+¢*+...,

k=0
konvergiert fiir |¢| < 1, denn fir die Partialsummen gilt wegen

mitz=1,y=qundm=n+1

sn—Zq 1;3(]

Daraus folgt

% k
> qF =
k=0

—q

Fir |g| > 1 ist die geometrische Reihe divergent.
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Beispiel:  Die harmonische Reihe

il 1+ - +1+1+
_k_ 3 4

Ist divergent.

Es gilt

NE
?vli—‘
Ms
S|=
||
|
3
+
l
E)
!
3

Damit ist das Cauchy—Kriterium

> apkonvergent < Ve>0 IN : mn>N :
k=0

flr e < 1 verletzt.

m
D>
k=n

qgeC

<e€

10
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Beispiel:  Die alternierende harmonische Reihe

=) 1 1 1 1
—1)f —— =1— =4 = — = 4 ... istkonvergent.
,;0( i 53 17" g

Dies zeigt man mit Hilfe des Leibnizschen Kriteriums.

Zur Erinnerung: alternierende Reihen, deren Folgenglieder eine
Nullfolge mit monoton fallenden Betrégen bilden, sind konvergent.

Der Grenzwert lautet:

> 1
1) —— =1n2=10.69314 ...
2 (D g =
k=0
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Definition:  Eine Reihe ) ay heifit absolut konvergent, falls die
k=0

Reihe > |ax| konvergiert.
k=0

Beispiel:  Die alternierende harmonische Reihe

1 1 1 1
S =14 oS
;( S 23 a"

ist konvergent, aber nicht absolut konvergent. Es gilt

1
= (—1)F —
ar = )k+1
und daher ist
> 1 1 1 1
L R D
k=0 k=1

gerade die harmonische Reihe, die nicht konvergiert.
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Satz: (Kriterien fur absolute Konvergenz)

1) > a, absolut konvergent < <Z|ak|> beschrankt.
k=0 k=0 n>0

2) Majorantenkriterium

X0 O
lan| < bp A Z b, konvergent = Z a;, absolut konvergent
k=0 k=0

3) Quotientenkriterium Seiar #0 (VEk > ko)

Ar41
Qg

<qg<1 (Vk>ko) = > ayabsolutkonvergent
k=0

4) Wurzelkriterium

{9ar| <g<1 (Vk>ko) = > ayabsolut konvergent
k=0
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Beweis:

zu 1): Die Folge <Z |ak|) ist monoton wachsend und daher genau
k=0

dann konvergent, wenn sie beschrankt ist.

zu 2): Da|a| < by furalle & gilt, ist b, > 0. Die Reihe > by ist nach

k=0
\Voraussetzung konvergent, wegen b > 0 aber auch absolut konvergent.

Nach Teil 1) ist die Folge (Z bk) damit beschrankt. Aus
k=0

n n

Z|ak\ < Zbk < Zbk
k=0 k k=0

0

folgt dann, dass die Folge <an |ak|) beschrankt und nach Teil 1) absolut
k=0

konvergent ist.
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Beweis:  (Fortsetzung)

Ak+41

zu 3):  Aus
direkt

< q (VEk > ko) folgt mit vollstdndiger Induktion

lak] < ¢ | ay,|

und somit fur alle n
ko—l n—ko

n
Dolarl < Y lawl+law| Y @
k=0 k=0 =0

ko—1 .
< Z |ak|+|ako|f
k=0 q

S/

Beschrénktﬁéitskonstante

Nach Teil 1) ist > a absolut konvergent.
k=0
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Beweis:  (Fortsetzung)

zu4):  Aus ¥/|ax| < q (k > ko) folgt direkt |ax| < ¢* fir alle k > k.
Wie in Teil c) folgt daraus

ko—1

n qk-o
<

> lakl < D |ak|+|&ko|1_q

k=0 k=0

= ) ay absolut konvergent
k=0
Bemerkung:

a) Das Quotienten— bzw. Wurzelkriterium ist erfullt, falls gilt

lim 24 <1 bzw lim &/ap] < 1
k—oo ay k—oo

b) Die Reihe ioj ay, ist dagegen divergent, falls gilt
k=0

lim 2L S 1 pzw. lim /o] > 1
— 00

k—oo ag
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Beispiel:  Wir untersuchen die Konvergenz der Reihe

>

Es gilt
1 1 k+1-k 1
E o k+1 k(k+1)  k(k+1)
und daher
i;:1—1+1—1+...+1— Lo,
k;:1k(k+1) 2 2 3 n n+1 n+1

Daraus folgt

o _ 1
(

k=1

Die Reihe ist also (absolut) konvergent.
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Beispiel:  Wir untersuchen die Konvergenz der Reihe

Z% (reN,r>2)
k=1

Nach dem letzten Beispiel gilt

"1 "1 "1
Do S Dme Z 2
k=1 k=1 k=2

n 1 n—1 1
< 1 — =1 — <2
AP SE T VR DY Ty
k=2 k=1
Damit ist die Reihe (absolut) konvergent.

Einige Grenzwerte

6

=1 =1 =1
;ﬁ_ﬂ_ ;_421 Zk__L
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