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Folien 4. Vorlesung



Darstellung von Zahlen
b € IN,b > 1 sei gegeben, eine Darstellung einer Zahl n € IN der Form

m
n = Zribi, 0<r,<b
=0
nennt man b-adische Darstellung von n, b heil3t Basis, m Stellenzahl und
r; die Ziffern der Darstellung. Vertraut ist b = 10 (oder auch b = 2). Die
Umrechnung erfolgt einerseits durch iterierte Division

n = qob+ro, ¢ = qj+1b+ 75

Die Darstellung reeller Zahlen, erfolgt durchz =n+4xg, 0 < zxg < 1,n €
Z und die Reihe

w .
o = Z r_;b~ "
=1

Die Konvergenz dieser Reihe werden wir noch untersuchen.

Kapitel 3: Konvergenz von Folgen und Reihen

3.1 Folgen
Es sei V' ein normierter Vektorraum mit Norm || - ||

Eine Folge (an),cn ist eine Abbildung N — V, n— an € V

Beispiele:

1) Reelle Folgen (V =R): an =

Sir

2) Komplexe Folgen (V =C): a, ="
3) Folgen von (reellen) Vektoren (V = R4, d = 3)

o)
an = |(—n,—
" n ' n2



Rechenoperationen mit Folgen:
Die Menge aller Folgen in V ist wieder ein Vektorraum VN

(an)neN + (bn)pen ‘= (an + bn)pen

Rekursion, Iteration:

Definiere eine Folge in V' rekursiv
an-l-l = Cb(n,an)
wobei
P:NxV -V

eine lterationsvorschrift ist.

Beispiel: Intervallhalbierung, Bisektionsverfahren
Berechnung einer Nullstelle einer stetigen Funktion f : R — R
Gegeben seien zwei reelle Zahlen a und b mit f(a) - f(b) < O
Definiere zwei Folgen (uy,) und (vy,) mittels

(uo,v0) := (a,b)
firn=1,2,...
T = (Up—1 +vp—1)/2
falls f(z) =0 — fertig
falls (f(z) - f(v,—1) <0):
Un ‘=T Vp = Up_1
sonst



Sei f(t) =t2 —2,a = 1und b= 2, so erhalt man

Un

Un

=~ WN KOS

20

1.0000 00000
1.0000 00000
1.2500 00000
1.3750 00000

1.4140 62500
1.4142 13181

2.0000 00000
1.5000 00000
1.5000 00000
1.5000 00000

1.4150 39063
1.4142 14134

30|1.4142 13562 1.4142 13562

Konvergenz ist relativ langsam!

Beispiel: Newton—Verfahren

Nullstelle einer stetig—differenzierbaren Funktion f : R — R

. )
=T )

(f'(tn) #0)

mit Startwert ¢g
Verfahren konvergiert, falls o hinreichend nahe bei einer Nullstelle ¢* liegt

Sei f(t) = t2 — 2 und tg = 1, so erhalt man

ln
1.0000 00000
1.5000 00000
1.4166 66667
1.4142 15686
1.4142 13562

- D WN R O[S




Definition: Konvergenz von Folgen
Sei (an),cn €ine Folge in V' (Vektorraum mit Norm || - ||)

1) Furn; € Nmit1l < n3 < np < nzg < ... heit (an;) cN €ine
Teilfolge von (an),cn

2) Die Folge (an) heil3t beschrankt, falls es ein C > 0 gibt mit:
VneN : |an|| £ C

3) Eine Folge (an) hei3t konvergent mit Grenzwert (Limes) a € V, falls
Ve>0: AN=N(E)eN :Vn>N : |lan—a| <e
Eine nicht—konvergente Folge heil3t divergent

4) Eine Folge (ar) heiRt Cauchy-Folge, falls

Ve>0 : AN=N()eN : Vn,m>N : |lanp —am|| < e

Satz: Es gelten:

a) (an) konvergent = (an) beschrankt

b) (arn) konvergent = (a,) Cauchy—Folge

c) Der Grenzwert einer Folge ist eindeutig bestimmt

Beweis:
Teil a): Ist (arn) konvergent, so gilt flre > 0und n > N(¢)
lan|l = llan —a +al| < e+ la|

Damit ist die Folge (ayn) beschrankt mit der Konstanten C' > 0 gegeben
durch

C = max{lla1]], [[az]];-- -, [lan—1ll; llall + €}
Also
VneN : ||an|| <C



Bemerkung: Die Umkehrung zu der Aussage in Teil b)

(an) Cauchyfolge = (an) konvergent

gilt nur in gewissen normierten Raumen, namlich den sogenannten
vollstandigen Raumen oder Banachraumen
Vollstandige Euklidische Vektorraume nennt man auch
Hilbertraume

Beispiele vollstandiger Raume: (R, |-]), (C, |-]), (R™, ||-|D, (Cla, b], ||||co)
Beispiel fur einen nicht vollstandigen Raum: (Cla, b], || - ||2)-

Satz: Sind (an) und (b,) zwei konvergente Folgen, so konvergieren
auch die beiden Folgen (ayn + by) und (Aay,) und es gelten

a)  lim (an+bp) = |lim_an+ lim by
b)  lim (Aan) = A _lim_axn
Beweis: Sei
a:= nli_)moo an b:= nILmOO bn
Teil a): Fir n > max{N1(e/2), N>(e/2)} qilt
ICan +bn) = (@ = Bl < llan — all + [lbn — b < S+ =
Teil b): Firn > N1(e/|\|) und XA 7% 0 gilt

8_

[Aan — Aal| = |A[ - [lan — a]| < |>\||>\| =

S

Der Fall A = O ist trivial.



Konvergenzgeschwindigkeit:

Definition: Die Folge (ar,) sei konvergent mit Grenzwert a

a) Die Folge (an) heil3t (mindestens) linear konvergent, falls eine Kon-
stante 0 < C < 1 und ein Index N € N existiert mit:

Vn >N o |lapy1 —al < Cllan — a|

b) Die Folge (ar) heif3t (mindestens) superlinear konvergent, falls eine
nicht—negative Nullfolge Cy, > 0 mit nli_)moo Cy = 0 existiert, so dass

¥n : |lant1 —all < Cullan — al]

c) Die Folge (ar) heif3t konvergent mit der Ordnung (mindestens) p > 1,
falls eine nicht—negative Konstante C' > 0 existiert, so dass

Vn o llapts —all < Cllan — al?



