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Beispiel:  Taylor—Entwicklung der Exponentialfunktion

Betrachte die Exponentialfunktion f(z) := exp(z). Zunéchst gilt:

(exp(@))’ = exp()

Daher gilt nach der Taylor—Entwicklung mit Entwicklungspunkt zo = 0:

z? "
exp(x):1+x+?—|—...+ﬁ+Rn(x;O)

Das Restglied lautet:

exp(§)
Rn(x;O):(n_F(l%!x T e=6z, 0<6<1

Fehlerabschatzung fir 0 < z < 1:

Ru(aiao)] = 2k am <

Zum Beispiel:  |Rio(z; z0)| < 6.81-1078.
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Beispiel:  Taylor—Entwicklung der Sinusfunktion

Betrachte die Sinusfunktion f(x) := sin . Zundchst gilt:
d d

— Sinx = cosx — CcosST = —SsInx
dx dx

Daher gilt nach der Taylor—Entwicklung mit Entwicklungspunkt zo = 0:

2173 335 x2n+1

Das Restglied lautet:

+ R2n+2 (:I?; 0)

R, (z;0) = (—1)"+1(2207jg)!x2”+3, E=0z, 0<6<1

Fir xz € [-7/6,7/6], z # 0 und n = 3 ergibt sich folgende Absch&tzung
fur den relativen Fehler:

. : 8
RS.(LU? 0) < 7I'R8(£B, 0) < lz <E> =1.63- 10_8-
sinx 3|37| 913 \6
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Bemerkung:

Die Taylor—Reihe

— f(k)(l'o)
k=0
einer C'*°=Funktion ist im Allgemeinen

nicht konvergent.

Konvergiert die Reihe, so nicht notwendigerweise gegen f(z).

Gilt aber

0 £(k) (4
f(w):Zf ( 0)($—$0)k

[
— k!

so nennt man die Funktion f reell analytisch oder eine C“—Funktion.
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Folgerungen aus der Taylor—Formel:
a) Satz: Gilt fur eine C™+!—Funktion f : [a,b] — R
Vzelab : fr@)=0

so ist f(x) ein Polynom hochstens n—ten Grades.
Begriindung:
Das Restglied R, (x; xo) nach Lagrange verschwindet identisch.

b) Satz: Sei f : [a,b] — R eine C?-Funktion und z* € (a, b) eine
einfache Nullstelle dieser Funktion. Dann ist das Newton—Verfahren mit
Startwerten in der Nahe von z* quadratisch konvergent.

Begriindung: Aus der Taylor—Entwicklung zweiter Ordnung folgt:

f"(&n)

* T — )2 (Tn, ")
Ot =) gy TN SO\ e
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Interpretation der ersten Folgerung:

Wir betrachten die gewdhnliche Differentialgleichung y(®+1) = 0. Dann
ergibt sich als Losungsraum genau der Raum der Polynome vom Grad
hochstens n. Schon hier konnen wir feststellen, dass eindeutige
Ldsbarkeit nur durch zusatzliche Forderungen an die Losung erzielt
werden kann. Dieses Thema wird uns noch ausfihrlich beschaftigen.
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¢) Taylor—-Formel fir Polynome:

Ist die Funktion f(z) selbst ein Polynom vom Grad n, also

f@)=) arz®  (an#0)
k=0

so ist das Taylor-Polynom n—ten Grades zu einem beliebigen
Entwicklungspunkt o € R gegeben durch

n k) (g
p(a) = 3 Lo o
k=0

und identisch mit f(x), d.h.

ST VLI
k=0

k=0

Damit ist p(z) nur eine Umordnung bezuglich des Punktes z.
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d) Satz: (Kriterien fur lokale Extrema I1)

Ist f : [a, b] — R eine C?—Funktion, so gilt fiir z¢ € (a, b):

1) f'(zo) =0 A f'(z0) >0 = f(x)hatin xg ein strenges
lokales Minimum.

2) f'(x0) =0 A f"(x0) <0 = f(z)hatinzg ein strenges
lokales Maximum.

Problem: Was passiert im Fall f'(xo) = f"(xzo) = 0?

Hier gibt es zwei Moglichkeiten

1) Der stationdre Punkt ist tatsdchlich ein strenges lokales Minimum
oder Maximum.

2) Der stationare Punkt ist ein Wendepunkt.
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Frage: Wann gilt 1) oder 2)?
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1) Der stationdre Punkt ist tatséchlich ein strenges lokales Minimum

oder Maximum, wenn gilt:

Ist f eine C'*"—Funktion (n € N) und gilt:
Ve=1,2,....2n—1 : f®(z0)=0
S0 ist zg ein strenges lokales Minimum bzw. Maximum, falls
Fe(ze) >0 bzw.  f@™(20) <0
Beispiel: Betrachte die Funktion f(z) = 25 — z*. Dann gilt:
fl(z) = bzt —42® f"(2) = 202® — 1222
fO@) = 6022 —24z @ (x) =120z — 24
Daraus folgt:

Fo)y=0 f'0)=0 f30)=0 fH0)=-24
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2) Wendepunkt = Links—Rechtskurve oder Rechts-Linkskurve

Konvexitat

Definition: Eine Funktion f : [a,b] — R heif8t konvex (oder eine
Linkskurve), falls fur alle z; < z < z2 in [a, b] gilt:

(f(552) - f(ilfl))

r — T

f@) < f(z1) +

ro — 1
Die Funktion f(z) hei8t konkav (oder eine Rechtskurve), falls fir alle
x1 < x < z2 N [a,b] gilt:

r — T

f(x) > f(z1) + (f(z2) — f(z1))

T2 — 1

Gelten jeweils die Ungleichungen mit < bzw. >, so nennt man die
Funktionen streng konvex bzw. streng konkav.
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Satz: Sei f(z) eine C2—Funktion auf [a, b]. Dann gilt:

Vze(ab) : f'(x) >0 = f(z) streng konvex

Vz e (ab) : f'() <0 = f(x) streng konkav

Bemerkung: Der Graph einer konvexen, differenzierbaren Funktion liegt
stets oberhalb seiner Tangenten.

Definition: Fir eine Funktion f : [a, b] — R sagt man:
f(z) hatin zg € (a,b) einen Wendepunkt, falls

1) f(z) fir hinreichend kleines e > 0 in (z¢ — €, zo) konvex und in
(zo, o + €) konkav ist (Links—Rechtskurve)

oder

2) f(z) fur hinreichend kleines e > 0 in (zg — €, zp) konkav und in
(o, o + €) konvex ist (Rechts-Linkskurve)

11
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Satz: (Kriterien fur Wendepunkte)
Sei f : [a,b] — R eine C3-Funktion
1) Ist zg € (a,b) ein Wendepunkt, so gilt: f”(xzq) =0
2) Giltfur zg € (a,b): f"(x0) =0, f""'(xo) > 0, S0 ist z¢ ein
Wendepunkt und f(z) ist bei zo eine Rechts—Linkskurve.
Gilt fir 2o € (a,b): f"(zo) =0, f""(z0) < 0, S0 ist 2y €in
Wendepunkt und f(x) ist bei z( eine Links—Rechtskurve.
Beispiel: Wir betrachten die Funktion f(z) = z* — 23:
f'(x) =42® — 32>  f'(z)=1222 -6z  f"(x) =242 —6
Im Punkt 2o = 0: fl)y=0  f"0)=0  f"0)=—6
= Die Funktion hat in o = 0 einen Wendepunkt (Links—Rechtskurve)

Lokales Minimum bei z; = 3/4: f(3/4)=0  f"(3/4)=9/4
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