Produkt zweier konvergenter Reihen: () ax)(d_ b) (W. Hofmann WS 02/03)
k=0 =0
Wenn man ausmultiplizieren darf, gilt zum Beispiel:

Zak Zbk —aOZbl—i-alemL ZakZbl Z Zakbl): Z apb;.
k=0 k=0

k=0 =0 k=I1=0

In der letzten Summe darf im Summanden agb; jedes Indexpaar (k,l) nur einmal auftre-
ten. Beachte jedoch, daB (k,l) und (I, k) verschiedene Produkte, ndmlich aib, und a;by,
bezeichnen. Eine Reihenfolge der Produktterme apby ist nicht festgelegt. Man hétte beim
Ausmultiplizieren ja auch mit Z(bl Z ay) beginnen konnen. Das bedeutet eine Umordnung

=0 k=0
der Produktreihe. Nach den bisherigen Séatzen wird man also Konvergenz der Produktreihe

nur im Sinne absoluter Konvergenz erwarten kénnen. Wir setzen also voraus:
[e.9] [e.9]
> lak| = A und >’ |b| = B seien konvergent.
k=0 1=0

Dann ist jede Teilsumme der Produktreihe gleichmaéssig beschrankt, denn fiir beliebige Um-
ordnungen (ak)de und (,uk)ke]N von INy gilt fiir N := maxy_1 (0%, (k)

Z|%k buy| < ZZWH bi| < Zlak| Z|bl

k=0 1=0

Nach Satz 8.4.7 a) des Buches ist die Produktreihe absolut konvergent,also auch konvergent
(Bemerkung (8.4.6)) und nach dem Umordnungssatz ist der Grenzwert von der Anordnung
unabhangig. Es fehlt zur Darstellung also nur noch eine geeignete Reihenfolge der Produkt-
glieder. Da die ersten Summanden einer Reihe iiblicherweise grofler sind als die spéateren,
empfiehlt sich eine solche Reihenfolge also auch fiir die Darstellung der Produktreihe. Man
ordnet die Reihenfolge der Produktglieder deshalb an, indem man die Summe der Indizes
ansteigen lasst. Dann sind auch in der Produktdarstellung die fritheren Summanden im All-
gemeinen grofler als die spateren, was filir eine approximative Darstellung der Produktreihe
durch Weglassen der spéteren Glieder (Abschneiden der unendlichen Reihe nach endlich
vielen Summanden) wichtig ist:

Zak Zbl Z Z akbl:ZZakbn_k.
k=0

n=0 k+4+Il=n n=0 k=0

Diese Darstellung heifit Cauchy-Produkt der Reihen. Zusammenfassend haben wir also fol-
genden

Satz (Produkt von Reihen)

Die Reihen ) ay, Y b; seien absolut konvergent.
k=0 =0

Dann ist die Reihe ) aq, b, fiir beliebige Umordnungen (o), N, (tk),cN der Indizes
k=0
k,l € INg absolut konvergent und der Grenzwert ist unabhéngig von den Umordnungen.

Insbesondere gilt die Darstellung

(i ax) (i b)) = i i apbn— - Cauchy-Produkt
k=0 1=0

n=0 k=0



