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Aufgabe 1) [4 Punkte]

Es sei i die imaginäre Einheit. Bestimmen Sie alle komplexen Lösungen der Gleichung(
ei

π
8 · z

)4
= −16i .

und markieren Sie die Lösungspunkte in einer Skizze.

Lösungsskizze zur Aufgabe 1)

Mit z = reiφ erhält man

w :=
(
ei

π
8 · z

)4
= ei

π
2 · z4 = ei

π
2 · r4 · ei4φ != 16e−iπ

2 . . [Ansatz: 1 Punkt]

|w| = r4 != 16 ⇐⇒ r = 2 . . [1 Punkt]

ei4φ = e−iπ ⇐⇒ 4φ = −π + 2kπ
⇐⇒ φ = −π

4 + kπ
2 , k = −1, 0, 1, 2. [1 Punkt]

Skizze: [1 Punkt]
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Aufgabe 2) [4 Punkte]

Es sei i die imaginäre Einheit, z = x+ iy, x, y ∈ R und u die Funktion

u : R2 → R, u(x, y) = 4x2 − 4y2 + 2e3x sin(3y).

a) Zeigen Sie, dass die Funktion u harmonisch ist.

b) Bestimmen Sie alle zu u konjugiert harmonischen Funktionen v, das heißt alle
Funktionen v, für die f = u+ iv überall in C komplex differenzierbar ist.

Lösung zu 2:

a) i) uxx = (8x+ 6e3x sin(3y))x = 8 + 18e3x sin(3y).
uyy = (−8y + 6e3x cos(3y))y = −8− 18e3x sin(3y).
Also ∆u = uxx + uyy = 0.

ii) f(z) = u(z) + iv(z) mit
u(x+ iy) = Re (f(x+ iy)) = 4x2 − 4y2 + 2e3x sin(3y).
vy = ux = 8x+ 6e3x sin(3y)⇐⇒ v(x, y) = 8xy − 2e3x cos(3y) + c(x) ,

−uy = 8y − 6e3x cos(3y) != vx = 8y − 6e3x cos(3y) + c′(x)

⇐⇒ c′(x) = 0 =⇒ v(x, y) = 8xy − 2e3x cos(3y) + C , C ∈ R .
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Aufgabe 3: (10 Punkte)

Gegeben ist f(z) = 1
(z − 2)2(z + 1) .

a) Bestimmen und klassifizieren Sie alle isolierten Singularitäten von f .

b) Berechnen Sie die Residuen aller isolierten Singularitäten der Funktion f .

c) Geben Sie die komplexe Partialbruchzerlegung von f an.

d) Wie viele verschiedene Laurent-Reihen mit Entwicklungspunkt z0 = 2 gibt es zu f?

e) Bestimmen Sie diejenige Laurent-Entwicklung der Funktion f zum Entwicklungspunkt
z0 = 2, die in der Umgebung des Punktes z∗ = −2 gegen f(−2) konvergiert.

Lösungsskizze zur Aufgabe 3) f(z) = 1
(z − 2)2(z + 1) .

a) Nennernullstellen: z1 = −1 und z2 = 2.
In z1 ist ein einfacher Pol und z2 ein zweifacher Pol. [1 Punkt]

b) Residuen [2 Punkte]

Res f(−1) =
[

1
(z − 2)2

]
z=−1

= 1
9 .

Res f(2) =
[( 1

z + 1

)′]
z=2

=
[
−1

(z + 1)2

]
z=2

= − 1
9 .

c) f(z) = hf (z; 2) + hf (z;−1):

hf (z;−1) = Res(f ;−1)
z + 1 = 1

9(z + 1) (1 Punkt)

f(z) = 1
(z−2)2 ·

1
z + 1︸ ︷︷ ︸
g(z)

= 1
(z−2)2 (g(2) + g′(2)(z − 2) + · · · . (1 Punkt)

=⇒ hf (z; 2) = 1
3(z−2)2 − 1

9(z−2)

Also: f(z) = 1
9(z+1) + 1

3(z−2)2 − 1
9(z−2) (1 Punkt)

d) Zwei Reihen. Eine für 0 < |z − 2| < 3 und für |z − 2| > 3. . (1 Punkt)

e) Wegen | − 2− z0| = | − 2− 2| = 4 > 3 suchen wir die Laurent-Reihe für |z − 2| > 3
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mit Entwicklungspunkt z0 = 2. In diesem Ring gilt

f(z) = 1
(z − 2)2 ·

1
z + 1︸ ︷︷ ︸ = 1

(z − 2)2 ·
1

(z − 2) + 3

= 1
(z − 2)2 ·

1
z − 2 ·

1
1− (− 3

z−2) = 1
(z − 2)3

∞∑
k=0

(−3)k
(z − 2)k

=
∞∑
k=0

(−3)k
(z − 2)k+3 =

−3∑
k=−∞

(−3)−k−3(z − 2)k

[3 Punkte]
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Aufgabe 4: (2 Punkte)

Berechnen Sie
∫ ∞
−∞

1
(x2 + 25)(x2 + 4) dx.

Lösung:

f(z) := 1
(z2 + 25)(z2 + 4) hat die zwei Singularitäten (einfache Pole) z1 = 2i und z2 = 5i

in der oberen Halbebene. Es gilt∫ ∞
−∞

1
(x2 + 25)(x2 + 4) dx = 2πi(Resf (5i) +Resf (2i))

= 2πi
([

1
(z + 5i)(z2 + 4)

]
z=5i

+
[

1
(z + 2i)(z2 + 25)

]
z=2i

)

= 2πi
([

1
(10i)(−21)

]
+
[

1
(4i)(21)

])

= 2π
21

(
− 1

(10) + 1
4

)
= 3π

210 = π

70


