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Aufgabe 1) [4 Punkte]
Es sei ¢ die imagindre Einheit. Bestimmen Sie alle komplexen Losungen der Gleichung
s 4
(el§ Z) = —16:.
und markieren Sie die Losungspunkte in einer Skizze.

Losungsskizze zur Aufgabe 1)

Mit z = re'® erhalt man

N . - A B

w = (e% -z) =524 = ¢if .yt L 165, | [Ansatz: 1 Punkt]
w|=rt=16 < r = 2 [1 Punkt]

e? = 7 = 4¢ = —7 + 2k

= ¢ =T+ k= —1,0,1,2. [1 Punkt]

Skizze: [1 Punkt]
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Aufgabe 2) [4 Punkte]

Es sei ¢ die imaginédre Einheit, 2 = x 4+ 1y, z,y € R und u die Funktion
u:R? — R, u(z,y) = 42 — 4y + 23 sin(3y).

a) Zeigen Sie, dass die Funktion u harmonisch ist.

b) Bestimmen Sie alle zu u konjugiert harmonischen Funktionen v, das heifit alle
Funktionen v, fiir die f = u + v iiberall in C komplex differenzierbar ist.
Losung zu 2:

a) 1) uze = (82 4 6€* sin(3y)), = 8 + 18¢3 sin(3y).
Uyy = (=8y +6e* cos(3y)), = —8 — 18’ sin(3y).
Also Au = ugy + uy, = 0.

ii) f(z) = u(z) + tv(z) mit
u(x +1y) = Re (f(x +1iy)) = 42 — 4y* + 2¢37 sin(3y).
vy = uy = 8z + 63 sin(3y) <= v(z,y) = 8zy — 23 cos(3y) + c(x) ,

—u, = 8y — 663 cos(3y) = v, = 8y — 663 cos(3y) + ()

< d(z) = 0 = v(z,y) = 8xy — 23 cos(3y) + C, CeR.
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Aufgabe 3: (10 Punkte)

Gegeben ist f(z) =

a)
b)
)
Q)

)

e

Losungsskizze zur Aufgabe 3) flz) =

a)

b)

d)
)

1
z—22(z+1)

Bestimmen und klassifizieren Sie alle isolierten Singularitédten von f.

Berechnen Sie die Residuen aller isolierten Singularitaten der Funktion f.

Geben Sie die komplexe Partialbruchzerlegung von f an.

Wie viele verschiedene Laurent-Reihen mit Entwicklungspunkt zp = 2 gibt es zu f7

Bestimmen Sie diejenige Laurent-Entwicklung der Funktion f zum Entwicklungspunkt
zp = 2, die in der Umgebung des Punktes z* = —2 gegen f(—2) konvergiert.

1
-2+ 1)

Nennernullstellen: z; = —1 und 2z, = 2.

In z; ist ein einfacher Pol und z; ein zweifacher Pol. [1 Punkt]

Residuen [2 Punkte]

Res f(—1) = lll = 1

(z—2)2 9
1y —1 1
BSf( ) l Z+1 ]z:? l<z+1)2]z=2 9
f(z) = hg(22) + hyp(z; —1):
R ;—1 1
hy(z—1) = Festizh) (1 Punkt)
z41 9(z+1)
1
f(z) = (2_12)2 s 1 = (2_12)2 (9(2) +4'(2)(2 —2) +---. (1 Punkt)
——
9(2)
= hy(2;2) = 3(;2)2 - 9(z1—2)
Also: f(z) = 9(Z1+1) + 3(212)2 - 9(;2) (1 Punkt)
Zwei Reihen. Eine fiir 0 < |z — 2| < 3 und fir |z — 2| > 3. . (1 Punkt)
Wegen | — 2 — z9| = | —2 — 2| = 4 > 3 suchen wir die Laurent-Reihe fiir |z — 2| > 3
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mit Entwicklungspunkt zy = 2. In diesem Ring gilt

1 1 1 1

f(z): (2_2)2'&_{;_1/: (2_2)2'(2—2)4—3
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[3 Punkte]
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Aufgabe 4: (2 Punkte)

[ 1
Berechnen Sie /_OO (2% 7 25) (22 + 4) dx.
Losung:
1
flz) = hat die zwei Singularitéten (einfache Pole) z; = 2i und 2z, = 5i

(22 +25)(22+4)
in der oberen Halbebene. Es gilt

/—oo (22 4 25)(x2 + 4) dr = 2mi(Res(5i) + Resy(2i))

- ([(z + 52')1(22 + 4)],2:51- i l(z - Zi)(l'ZQ * 25)1 Z=2i>

- [z v )
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