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Name:

Vorname:

Matr.-Nr.:

Studiengang: AIW CS/CI ET GES IIW MB MTB SB TM
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Aufgabe 1) [5 Punkte]

a) Für welche k ∈ R ist die Funktion

f : C → C , f(z) := (Re (z))2 − (Im (z))2 + k · Im (z) + 2i · Re (z) · [Im (z) + 1]

in jedem Punkt aus C komplex differenzierbar?

b) In welchen Punkte aus C ist die Funktion

g : C→ C, g(z) := z · ez

winkeltreu?

Lösung zu 1:

a) Mit der üblichen Bezeichnung z = x+ iy gilt

f(z) := x2 − y2 + k · y︸ ︷︷ ︸
u(x,y)

+ i (2xy + 2x)︸ ︷︷ ︸
v(x,y)

.

Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen lauten:

ux = 2x
!

= vy = 2x also k ∈ R beliebig

und

−uy = 2y − k
!

= vx = 2y + 2 also k = −2 .

Für k = −2 ist f auf ganz C komplex differenzierbar. (3 Punkte)

b) g(z) := z · ez

g ist auf ganz C differenzierbar mit

g′(z) = ez + z · ez = (z + 1)ez.

g ist überall winkeltreu wo f ′(z) 6= 0 gilt, also für alle z 6= −1.

(2 Punkte)
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Aufgabe 2) [7 Punkte]

a) Bestimmen Sie eine Möbiustransformation T : C∗ → C∗, T (z) :=
az + b

cz + d
mit

T (i) = 0 , T (∞) = 2 , T (−1) = ∞ .

b) Welche verallgemeinerten Kreise aus C werden durch T auf Geraden abgebildet?

c) Bestimmen Sie die Bilder der folgenden verallgemeinerten Kreise unter der Transfor-
mation T aus Teil a).

K := reelle Achse,

K̃ := {z ∈ C : |z| = 1}.

Lösung zu 2) [7 Punkte]

a) T (i) = 0 , T (−1) = ∞ . ⇐⇒ T (z) =
a(z − i)
z + 1

.

T (∞) = 2 , =⇒ T (z) =
2z − 2i

z + 1
. [2 Punkte]

b) Ein verallgemeinerter Kreis wird genau dann auf eine Gerade abgebildet, wenn der
Punkt −1 auf ihm liegt. [1 Punkt]

c) K = R [2 Punkte]

Wegen −1 ∈ R ist das Bild der reellen Achse eine Gerade g1.

Wegen T (∞) = 2 liegt 2 auf g1.

Wir bestimmen das Bild einer weiteren reellen Zahl, zum Beispiel

T (0) = −2i.

T (R) ist also die Gerade durch 2 und −2i:

T (R) = g1 = {w = u+ iv ∈ C : v = u− 2}.

K̃ := {z ∈ C : |z| = 1. Einheitskreis. [2 Punkte]

Wegen −1 ∈ K̃ ist das Bild ders Einheitskreises eine Gerade g2.

Wegen T (i) = 0 geht g2 durch Null.

Da K̃ im Urbild symmetrisch zu R ist, ist g2 senkrecht zu g1, also

g2 = {w = u+ iv ∈ C : v = −u}.
Alternativ, bestimmt man das Bild eines weiteren Punktes aus dem Einheitskreis, zum
Beispiel T (1) = 1− i und kommt natürlich zum selben Ergebnis.



Komplexe Funktionen, SoSe 2022 06.09.2022 (Gasser) 4

Aufgabe 3: (8 Punkte)

Sei Γ := {z(t) = 2i + 5 · eit | t ∈ [0, 2π] } der in mathematisch positiver Richtung durch-
laufene Rand des Kreises mit Radius 5 um 2i.

Berechnen Sie die folgenden Kurvenintegrale.

a)

∫
Γ

z2

z − 6
dz .

b)

∫
Γ

z2

(z − 2i)(z + i)
dz .

c)

∫
Γ

z2

(z + i)2
dz .

d)

∫
Γ

(z − 2i) dz, wobei z die konjugiert komplexe Zahl zu z bezeichnet.

Lösung zu 3:

a)

∫
Γ

z2

z − 6
dz = 0 (CIS) [1 Punkt]

b) Nach dem Residuensatz gilt:∫
Γ

z2

(z + i)(z − 2i)
dz = 2πi

([
z2

z − 2i

]
z=−i

+

[
z2

(z + i)

]
z=2i

)

=2πi

(
−1

−3i
+
−4

3i

)
= 2π

(
1

3
− 4

3

)
= −2π . (3 Punkte)

c) Nach der Cauchyschen Integralformel für Ableitungen ist∫
Γ

z2

(z + i)2
dz =

2πi

1!

[
(z2)′

]
z=−i = 2πi · 2(−i) = 4π . (2 Punkte)

d) ∫
Γ

(z − 2i) dz =

∫ 2π

0

2i+ 5eit − 2i · Γ̇(t)dt =

∫ 2π

0

5eit · 5ieitdt

=

∫ 2π

0

25i · e−it · eitdt = 2π · 25i = 50πi. (2 Punkte)


