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Aufgabe 1) [3 Punkte]

Es sei i die imaginäre Einheit. Bestimmen Sie alle komplexen Lösungen der Gleichung

e2z+1+iπ
2 =

1√
2

(1 + i) .

Lösungsskizze zur Aufgabe 1) [3 Punkte]

w := e2z+1+iπ
2 = e2x+1 · ei(2y+π

2
). . [Ansatz: 1 Punkt]

|w| = e2x+1 !
=
∣∣∣ 1√

2
+ i 1√

2

∣∣∣ =
√

1
2

+ 1
2

= 1

⇐⇒ 2x+ 1 = ln(1) = 0 ⇐⇒ x = −1
2
. . [1 Punkt]

ei(2y+
π
2
) = 1√

2
+ i 1√

2
⇐⇒ arg

(
ei(2y+

π
2
)
)

= arg
(

1√
2

+ i 1√
2

)
+ 2kπ

⇐⇒ 2y + π
2

= π
4

+ 2kπ ⇐⇒ 2y = −π
4

+ 2kπ ⇐⇒ y = −π
8

+ kπ k ∈ Z. [1 Punkt]
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Aufgabe 2) [3 + 4 Punkte]

Es sei i die imaginäre Einheit und z = x+ iy, x, y ∈ R.

a) Für welche k, l ∈ R ist die Funktion

f : C → C , f(z) := (x3 + kxy2) + i ·
(
lx2y − y3

)
in jedem Punkt aus C komplex differenzierbar?

b) Gegeben ist die Funktion

u(x+ iy) = Re (f(x+ iy)) = 3 cos(4x)e4y .

i) Zeigen Sie, dass die Funktion u harmonisch ist.

ii) Bestimmen Sie alle zu u konjugiert harmonischen Funktionen v, das heißt alle
Funktionen v, für die f = u+ iv überall in C komplex differenzierbar ist.

Lösung zu 2:

a) Mit der üblichen Bezeichnung z = x+ iy gilt

f(z) = (x3 + kxy2)︸ ︷︷ ︸
u(x,y)

+i ·
(
lx2y − y3

)︸ ︷︷ ︸
v(x,y)

.

Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen lauten:

ux = 3x2 + ky2
!

= vy = lx2 − 3y2 also −k = l = 3

und

−uy = −2kxy
!

= vx = 2lxy also k = −l .

Für k = −3 und l = 3 ist f auf ganz C komplex differenzierbar.

b) i) uxx = (−12 sin(4x)e4y)x = −48 cos(4x)e4y.

uyy = (+12 cos(4x)e4y)y = 48 cos(4x)e4y.

Also ∆u = uxx + uyy = 0.

ii) f(z) = u(z) + iv(z), u(x+ iy) = Re (f(x+ iy)) = 3 cos(4x)e4y.

vy = ux = −12 sin(4x)e4y ⇐⇒ v(x, y) = −3 sin(4x)e4y + c(x) ,

−uy = −12 cos(4x)e4y
!

= vx = −12 cos(4x)e4y + c′(x)

⇐⇒ c′(x) = 0 =⇒ v(x, y) = −3 sin(4x)e4y + C , C ∈ R .
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Aufgabe 3: [10 Punkte] (Interner Kommentar: Übungsblatt 7)

Gegeben sei die Funktion f mit

f(z) =
z2 + 6iz − 5

(z2 + 1) (z2 + 25)
·

a) Bestimmen und klassifizieren Sie alle isolierten Singularitäten von f .

b) Berechnen Sie die Residuen in allen isolierten Singularitäten von f .

c) Geben Sie die komplexe Partialbruchzerlegung von

f̃(z) =
1

(z − i)(z − 5i)

an.

d) Berechnen Sie diejenige Laurent-Reihe von f̃ mit Entwicklungspunkt

z0 = 0, die für z∗ = 4 gegen f(4) konvergiert.

Lösung:

a) (4 Punkte)

f(z) =
z2 + 6iz − 5

(z + i) (z − i) (z + 5i) (z − 5i)
·

Einsetzen der Nennernullstellen im Zähler:

Zähler (−i) = −1− 6i2 − 5 = 0

Weitere Nennernullstellen einsetzen oder

(z2 + 6iz − 5) : (z + i) = z + 5i

=⇒ f(z) :=
(z + i) (z + 5i)

(z + i) (z − i) (z + 5i) (z − 5i)
·

Die Singularitäten sind also:

z1 = −i : hebbar,

z2 = +i : einfacher Pol,

z3 = −5i : hebbar,

z4 = +5i : einfacher Pol.
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b) (2 Punkte)

Resf(z1) = Resf(z3) = 0

Resf(z2) =
1

z − 5i

∣∣∣∣
z=i

=
1

−4i
=
i

4

Resf(z4) =
1

z − i

∣∣∣∣
z=5i

=
1

4i
=
−i
4

.

c) (1 Punkt)

für alle z 6= z1, z3 gilt f̃(z) = f(z). Daher gilt

f̃(z) =
i

4(z − i)
− i

4(z − 5i)
·

d) (3 Punkte)

Da die Singularitäten im Abstand von 1 bzw. 5 von z0 liegen und die Reihe für z = 4
gegen f̃(1) konvergieren soll, ist die Laurent–Reihe für 1 < |z| < 5 gesucht.

f̃(z) =
i

4z(1− i
z
)
− i

4(−5i)(1− z
5i

)

=
i

4z

∞∑
k=0

(
i

z

)k
+

1

20

∞∑
k=0

( z
5i

)k
=
∞∑
k=0

ik+1

4
z−k−1 +

∞∑
k=0

1

20

(
−iz

5

)k

=
∞∑
k=0

ik+1

4
z−k−1 +

∞∑
k=0

(−1)kik

4 · 5k+1
zk

=
−1∑

k=−∞

i−k

4
zk +

∞∑
k=0

(−1)kik

4 · 5k+1
zk


