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Aufgabe 1) [3 Punkte]

Es sei ¢ die imaginare Einheit. Bestimmen Sie alle komplexen Losungen der Gleichung

- 1
62z+1+z§ - = (1 + Z)

V2

Losungsskizze zur Aufgabe 1) [3 Punkte]

w = P = 2l i) [Ansatz: 1 Punkt]
ous LI O GRS U Ry SIS

] = e 2| L id] = JE+1=1

— 2r+1=In(l) =0 < z=—3. . [1 Punkt]

FE) = Ly il = arg (VD) = arg (J% + Z%) + ok
S +5 =7 +2%kre=2y=-7+2%kn<=y=—-35 +knr

k € Z. [1 Punkt]
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Aufgabe 2) [3 4+ 4 Punkte]

Es sei ¢ die imaginédre Einheit und z = x 4+ 1y, =,y € R.
a) Fiir welche £, € R ist die Funktion
f:C = C, f(2)i= (@ +kay’) + i~ (Il%y — *)
in jedem Punkt aus C komplex differenzierbar?
b) Gegeben ist die Funktion
u(z +iy) = Re (f(x + iy)) = 3cos(4x)e? .

i) Zeigen Sie, dass die Funktion u harmonisch ist.

ii) Bestimmen Sie alle zu u konjugiert harmonischen Funktionen v, das heifit alle
Funktionen v, fiir die f = u + dv iiberall in C komplex differenzierbar ist.

Losung zu 2:

a) Mit der {iblichen Bezeichnung z = z + iy gilt
f(z) = (2* + kny)j +i- (l2%y — y°) .

\ N

-

u(z,y) v(z,y)

Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen lauten:

Uy = 3x% + ky? ;vy: [2? —3y2a180’ —k=1=3

und

—u, = —2kxy - v, = 2lxy also .

Fir k = =3 und [ = 3 ist f auf ganz C komplex differenzierbar.
b) 1) uz, = (—12sin(4x)e®?) = —48cos(4x)e®.

Uy, = (+12cos(4x)et), = 48 cos(dx)e™.

Also Au = ugy + uyy = 0.

ii) f(2) = u(z) +iv(z), u(z + iy) = Re (f(x + iy)) = 3cos(4z)e?.

vy, =u, = —12sin(4x)e? <= v(r,y) = —3sin(4x)e® + c(x),

—u, = —12cos(4x)e® Lo, =12 cos(4z)e + ' (x)

< d(z)= 0 = v(z,y) = —3sin(4z)e® + C, CeR.
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Aufgabe 3: [10 Punkte] (Interner Kommentar: Ubungsblatt 7)

Gegeben sei die Funktion f mit

22+ 6iz—5
1G) = s o)

a) Bestimmen und klassifizieren Sie alle isolierten Singularitdten von f.
b) Berechnen Sie die Residuen in allen isolierten Singularitéten von f.

¢) Geben Sie die komplexe Partialbruchzerlegung von

: 1
&) = e =

all.

d) Berechnen Sie diejenige Laurent-Reihe von f mit Entwicklungspunkt
2o = 0, die fiir z* = 4 gegen f(4) konvergiert.
Losung:
a) (4 Punkte)

B 224+ 6iz—5 .
f(z) = (z+14) (2 —1) (z+ 5i) (z — 57)

Einsetzen der Nennernullstellen im Zahler:

Zihler (—i) = —1—6i*—5=0
Weitere Nennernullstellen einsetzen oder

(22 +6iz —5): (z+1i) =2+ 5i

(z+1) (2 + 59) '
(z+1)(z—1) (24 57) (2 — bi)

— f(z) =

Die Singularitaten sind also:
z1 = —1 : hebbar,

zo = 41 : einfacher Pol,

z3 = —5i : hebbar,

z4 = +51 : einfacher Pol.
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b) (2 Punkte)
Resf(z1) = Resf(z3) = 0
1

z— 51
1

Resf(z2) =

z=1

Resf(z1) = -

¢) (1 Punkt)
fiir alle z # 2y, 23 gilt f(z) = f(z). Daher gilt

d) (3 Punkte)

Da die Singularitdten im Abstand von 1 bzw. 5 von 2q liegen und die Reihe fiir z = 4
gegen f(1) konvergieren soll, ist die Laurent—Reihe fiir 1 < |z| < 5 gesucht.
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