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Aufgabe 1) [5 Punkte]

Es sei i die imaginäre Einheit und R das Rechteck

R := { z ∈ C : z = x + iy, x ∈ [0, ln(2)], y ∈ [0, π)} .

Bestimmen Sie das Bild von R unter der Abbildung

f : C → C , f(z) := (ez)2 + 3 + i.

und fertigen Sie eine Skizze des Bildes an.

Lösungsskizze zur Aufgabe 1) [5 Punkte]

f̃(z) := ez = ex+iy = ex · eiy =: ρ̃ · eiα̃ [1 Punkt]

ρ̃ =
∣∣∣ f̃(z)

∣∣∣ = ex ∈ [e0, eln(2)] = [1, 2] , α̃ = arg
(

f̃(z)
)

= y ∈ [0, π) .
[1 Punkt]

f̂(z) =
(
f̃(z)

)2
= (ρ̃eiα̃)2 = ρeiα

mit ρ = ρ̃2 ∈ [1, 4] und α = 2α̃ ∈ [0, 2π) [1 Punkt]

f̂(R) ist ein Kreisring um Null mit Innenradius 1 und Außenradius 4.

Die Addition bewirkt eine Verschiebung des Rings um 3 + i. [1 Punkt]

Skizze: Kreisring um den Mittelpunkt M = 3 + i mit Innenradius 1 und Außenradius 4.
[1 Punkt]

f(R) = {w ∈ C : 1 ≤ |w − (3 + i)| ≤ 4}
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Aufgabe 2) [6 Punkte]

a) Bestimmen Sie eine Möbiustransformation T : C∗ → C∗, T (z) := az + b

cz + d
mit

T (5) = 0 , T (0) = −3 , T (−5) = ∞ .

b) Welche echten Kreise aus C werden durch T auf Geraden abgebildet?

c) Bestimmen Sie die Bilder der folgenden verallgemeinerten Kreise unter der Transfor-
mation T .
K := reelle Achse,
K̃ := imaginäre Achse.

Lösungsskizze zur Aufgabe 2) [6 Punkte]

a) T (5) = 0 , T (−5) = ∞ ⇐⇒ T (z) = a(z − 5)
z + 5 .

T (0) = −3 , =⇒ T (z) = 3z − 15
z + 5 . [2 Punkte]

b) Ein echter Kreis wird genau dann auf eine Gerade abgebildet, wenn der Punkt −5 auf
ihm liegt. [1 Punkt]

c) K = R [1 Punkte]
Wegen der reellen Koeffizienten bzw. wegen der gegebenen Bilder von −5, 0, 5 ist
T (R) = R.
Alternative Lösung: −5 ∈ R ⇐⇒ T (R) ist eine Gerade.

T (0) = −3, T (5) = 0 ⇐⇒ T (R) = R.

K̃ := imaginäre Achse. [2 Punkte]
−5 /∈ iR ⇐⇒ T (iR) ist ein echter Kreis KiR.
iR symmetrisch zu R =⇒ T (iR) ist symmetrisch zu T (R) = R . Der Mittelpunkt
des Bildkreises liegt also in R.
Wegen T (0) = −3 und T (∞) = 3 ist Mittelpunkt des Bildkreises also M = 0 und der
Radius R = 3.
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Aufgabe 3) [9 Punkte]Gegeben sei

f(z) = z

z2 − iz + 2 .

a) Bestimmen und klassifizieren Sie alle isolierten Singularitäten von f .

b) Berechnen Sie die Residuen von f in allen isolierten Singularitäten von f .

c) Geben Sie die komplexe Partialbruchzerlegung von f an.

d) Wie viele verschiedene Laurent Reihen von f gibt es zum Entwicklungspunkt z0 = 0?
Geben Sie jeweils die Ringe an, in denen die Laurent Reihen gegen f konvergieren.

e) Berechnen Sie
∮

Ck

f(z) dz , k = 1, 2, 3

(i) C1 : [0, 2π] → C, C1(t) = 5 + eit,

(ii) C2 : [0, 2π] → C, C2(t) = 5i + 5eit,

(iii) C3 eine ein mal durchlaufene Kurve im Form einer 8, die −i positiv und 2i negativ
umläuft.

Lösung:

a) z2 − iz + 2 = 0 ⇐⇒ z ∈ {−i, 2i}.
Es liegen einfache Nullstellen des Nenners in z1 = −i und z2 = 2i vor. Der Zähler
verschwindet für keinen der Punkte. Es liegen also einfache Pole vor [2 Punkte]

b) [2 Punkte]

Res(f ; −i) = z

z − 2i

∣∣∣∣
z=−i

= −i
−3i

= 1
3 .

Res(f ; 2i) = z

z + i

∣∣∣∣
z=2i

= 2i
3i

= 2
3 .

c) PBZ: f(z) =
1
3

z + i
+

2
3

z − 2i
. [1 Punkte]

d) [1 Punkt]
Drei, und zwar in den Ringen: R1 : |z| < 1, R2 : 1 < |z| < 2, R3 : 2 < |z|.

e) (i)
∮

C1
f(z) dz = 0 (CIS) [1 Punkte]

(ii)
∮

C2
f(z) dz = 2πi Res(f ; 2i) = 4πi

3 . [1 Punkt]

(iii)
∮

C3
f(z) dz = 2πi ( Res(f ; −i) − Res(f ; 2i)) = − 2πi

3 . [1 Punkt]


