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Komplexe Funktionen

fur Studierende der Ingenieurwissenschaften

Horsaaliibung mit Beispielaufgaben zu Blatt 6

Laurent-Reihen

Sei f im Kreisring
K, r(z) ={2z€C|r<|z—2z| <R}

um den Entwicklungspunkt 2z, € C holomorph, dann gilt

a) fist auf K, p(2o) eindeutig in eine Laurent-Reihe entwickelbar, d.h.

f(z)= Z ap(z — 20)" = Z a_p(z — 2z) "+ Z ar(z — 20)" .

k=—oc0

Hauptteil Nebenteil

b) Die Koeffizienten a; sind eindeutig bestimmt und berechnen sich fiir k € Z

mit r < p < R durch
1 f(z)
ap = — j{ (z—zg)’f“dz'
|z—=z0|=p

Der Kreis |z — zy| = p wird dabei einmal positiv durchlaufen. Er kann ersetzt
werden durch jede geschlossen C'-Kurve im Kreisring, die 2z, einmal positiv
umlauft.
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c) Hauptteil und Nebenteil konvergieren in jedem abgeschlossenen Teilring
K~,R(Zo) mit r < 7 < |z — 29| < R < R absolut und gleichméfig.

T

d) Ist f im Kreis Kg(z9) um 2o holomorph, dann verschwinden die Koeffizienten
des Hauptteils, d.h. es gilt 0 = a_; = a5 = a_3 = --- und die Laurent-
Reihe stimmt mit der Taylor-Reihe iiberein.

e) Die Konvergenzkarte beispielsweise einer rationalen  Funktion
f(z) = p(2)/q(z) mit teilerfremden Polynomen p und ¢ und Nenner-
nullstellen w; mit £ < n zum Entwicklungspunkt zy setzt sich damit aus
ineinander geschachtelten Kreisringen

(0<) |z—2|<Ri<|z—2|<Ry<|z—2z| < <R, <|z— 2]

zusammen, mit Ry = |wg — 2p|. Der innere Ring ist dabei ein echter Kreis
|z — 20| < Ry, falls zy keine Nennernullstelle ist, sonst ist es die punktierte
Kreisscheibe 0 < |z — 29| < R;. Die Laurent-Reihen je Kreisring werden in der
Regel unterschiedlich sein.

Aufgabe 21:

Man bestimme die Laurententwicklung der folgenden Funktionen und gebe jeweils
den Koeffizienten a_; der Reihe an:

Z_1— 45— 22
a) f(z) = ‘ 22 / im Punkt 2y =0,
Z

=

=

&
|

im Punkt 2z =0,

) im Punkt zy = —m.
zZ+m
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Losung:

a) Einzige Singularitét von f ist der Entwicklungspunkt zy = 0. Fiir |z| > 0 gilt:

e —1—2—2%/2 I
fz) = 2 :§<§+Wa+“')
z 22 28 = 2"
- L4z o= S 1=0
TR ;mm)! 0

b) Einzige Singularitdt von f ist der Entwicklungspunkt zo = 0. Fiir |z| > 0 gilt:

flz) = 982 2 i(l_z_2+z_4_z_61...)

21 41 6!

_(ror i1 =
o\ 2 34l 2 6l

¢) Einzige Singularitét von f ist der Entwicklungspunkt zp = —m. Fiir |z +7| > 0
gilt:

f(z) = zsin (z i F)

— (Z—|— _ ) 1 _i ;—Fl ;
B T\ r B (z4+m)3 5l (z+7r)5:F

- St () SR )T
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Singularitaten

Besitzt f in zp eine Definitionsliicke, dann handelt es sich um eine isolierte Sin-
gularitit, wenn eine punktierte Kreisscheibe 0 < |z — 2| < r existiert, in der f
holomorph ist.

Klassifikation isolierter Singularitaten
Isolierte Singularitaten z; werden anhand der Koeffizienten a; des Hauptteils der

Laurent-Reihe zum Entwicklungspunkt z, klassifiziert:

a) zo heift hebbar, wenn die Laurent-Reihe keinen Hauptteil besitzt, d.h. wenn
0=a_1=a_9=a_3=--- gilt, also eine reine Taylor-Reihe vorliegt.

b) 2o heifit Pol der Ordnung m > 0, wenn der Hauptteil der Laurent-Reihe
nach m Summanden abbricht, d.h. a_,, # 0 und 0 = a_(mq1) = G_(my2) =
a_(m43) = -+ gilt.

¢) 2o heifit wesentliche Singularitit, wenn der Hauptteil der Laurent-Reihe
unendlich viele Summanden besitzt, d.h. a_; # 0 fiir unendlich viele £ > 0
gilt.

Der Koeffizient a_; der Laurent-Reihe von f in der punktierten Kreisscheibe 0 <
|z — zg| < 7 um zy wird als Residuum von f in zy bezeichnet:

Residuenberechnung

a) zo Pol erster Ordnung

Res (f;20) = lim (z — 20) - f(2),

Z—r20

Speziell fir f(z) = g(z)/h(z) erhilt man

Res (f;20) = g/iz;;)) )

(g, h holomorph und h besitzt in z, eine einfache Nullstelle.)
b) zop Pol m-ter Ordnung

Res (f;20) = ! lim = [(z—20)" f(2)] -

(m — 1) 2520 dzm—1
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Aufgabe 22:

Fiir die folgenden Funktionen

2 1) =
1
b) f(z) =sin—,
z —sinz
0 f(:) =5

d) f(z) =coth z

bestimme man:

Lage und Art der (endlichen) Singularitidten, die zugehorigen Residuen und die er-
sten drei (nichtverschwindenden) Summanden der Laurentreihe um zo = 0, die fiir
grofle z konvergiert.

Losung:

a) Die Singularitdten von

1 1 1 1

f(Z):z4—|—22:ZQ(z2+1):§_22+1

sind gegeben durch die Nennernullstellen, die keine Zahlernullstellen sind:

21 =1 und 29 = —i sind Pole 1. Ordnung und z3 = 0 ist Pol 2. Ordnung.

1 1 1 1
R . _ - = —— = —
es (f;21) (24 + 22) L A4 2z| . 4P +2 2
1 1 1 1
R . = ) - — = —= = =35
w(fi2) = G+ o) = apTy| " meee -
2z

=0
z=0

1/, 1 ' I
Res(f;z?’):ﬁ(z <z4+z2>) 02(22+1> L (T

Die Laurent-Entwicklung im Auflengebiet |z| > 1 ergibt sich durch:

1 1 1 1 1 1 1 1 1

24422 2 1+41/22 2 22z 24 28 28

[e.e]

b)f<z):smlzz((_1>" L S S S

2 2n + 1) 220l 2 313 BleS
O e—_—

=:an

Die einzige Singularitat zy = 0 ist wesentlich mit
Res (f;20) = a1 = 1.
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_z—sinz 1 (2 2 2T oz 22
VIO =—F—=E\gmtat ) Ty m At
Die einzige Singularitat zy = 0 ist hebbar mit
Res (f;20) =a_1 = 0.
h
d) Die Singularitaten von f(z) = cothz = st e ergeben sich aus:
sinh z
0 = sinhz = 1 (eF—e?) = L ("t —e7"%)
2 2
1 . _ _
= 3 (e*(cosy +isiny) — e *(cosy — isiny))

= cosysinhx + isinycoshx .

Die Losungen sind gegeben durch y = k7 ,k € Z und x = 0. Die Nennernull-
stellen 2z = ik sind einfach und auch keine Zahlernullstellen, denn

(sinh 2)'|,—ixx = coshikm = coskm # 0.

Also sind z;, Pole 1. Ordnung und man erhalt

cosh z cosh z
" ' _ [ _coshz B et =1.
es (f;2k) ((sinh z)’) ’ZZk (cosh Z) ‘sz

Es gibt kein Auflengebiet ohne Singularitéten.
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Komplexe Partialbruchzerlegung

Gegeben sei die rationale Funktion

q(z)
mit Polynomen p und ¢ und es gelte
a) Grad p < Grad ¢ und
b) r besitze die verschiedenen Polstellen 2y, - - -, z,,,. Dies sind die Nennernullstel-

len von ¢, die nach ’kiirzen” mit denen von p iibrig geblieben sind. p und ¢
konnen damit als teilerfremd vorausgesetzt werden. Betrachtet wird also die
in den isolierten hebbaren Singularitaten stetig erganzte Funktion.

Dann besitzt r die komplexe Partialbruchzerlegung
r(z) =h(z;z1) + -+ h(z; 2m) .

Dabei ist

ng
—j a_1,k a_9 L Q_ny .k
h(z;zx) = a_ip(z —2z) 7 = =4 ’ . A
(7 ) Z il ©) 2=z, (2 — ) (z — zg)™
7j=1
der Hauptteil der Laurent-Reihe von r zum Entwicklungspunkt z; und n; die Ord-
nung des Pols z.

Zur Berechnung der Koeffizienten a_;; € C konnen die Koeffizienten der Taylor-
Reihe der um z;, holomorphen Funktion g(z) := (2 — 2)™7r(z) zum Entwicklungs-
punkt z; verwendet werden:

rv>:——4i——(m%w+g

(z — zp)™

"(21)
1!

@—zw+g2ﬁ<z—%f+~~).

Speziell fiir einen Pol 1-ter Ordnung in z; erhélt man:

a1k _ Res (ryz1)  g(z)

hz; z) =

2z — 2 2z — 2 Z— 2,
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Residuensatz

Die Funktion f sei im Gebiet GG bis auf isolierte Singularitaten z; holomorph. Fiir
eine geschlossene Kurve ¢ in G, die endlich viele verschiedene zq, ..., z,, einmal im
mathematisch positiven Sinn umlauft und auf der selbst keine Singularitaten liegen
gilt der Residuensatz

j{f(z) dz = QWiZRes (f; ) -

Bemerkung:

Umlauft ¢ eine Singularitat z; mehrfach, so wird der zugehorige Summand der obigen
Summe Res (f;2;) noch mit der Umlaufzahl, der Differenz der Anzahl positiver
und negativer Umléufe, Uml (c; z;) multipliziert.

Aufgabe 23:
Gegeben sei die Funktion

25

&) =G m 913

a) Man bestimme mit Hilfe von Laurent-Reihenentwicklungen die Partialbruch-
zerlegung von f.

b) Man berechne mit Hilfe des Residuensatzes das Integral

# e

fir den Kreis c¢: |z +2| = 2.

Losung:

a) Aus der Faktorisierung
A =24 2=(2+1—i)(z2+1+1)(z — 1)
ergeben sich die Nennernullstellen, die keine Zahlernullstellen sind
2o=—141, z1=—1—1, z=1.

Damit sind zp und z; Pole 1. Ordnung und z, ist Pol 2. Ordnung.
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Der Hauptteil der Laurententwicklung in z; , £ = 0,1 besitzt damit die Form
a1,k

h(z, zx) = . wobel a_y, = Res(f(2); zx)
Z — Zk
gilt. Fiir zg = —1 + ¢ ergibt sich
25
Res(f(z);—1+1) = :
(£(2) ) (z+1+0)(z—1)%,__,,,
B 25
(=1+i+14d)(-1+i—-1)
B 25 _ 25(3+4i) 430
2i(3—4i)  2i-25 2
Zum gleichen Ergebnis fiithrt die Taylor-Reihenentwicklung des holomorphen
Anteils von f um zg = —1 + i
1 25
&) = o  Grire_1e
= gl(z),Yholom.)
1 : . .

4—3
mit g1(—1+14) = Res(f(2); —1+1) = TZ Insgesamt erhélt man also

4 — 30 , .
L e -1 e
— Nebenteil
=h(z,—1+1)
Fiir z; = —1 — ¢ ergibt sich entsprechend
1 25
1@ = o oo

N

-

= g2(2), (holom.)

= = ) L= 1) )

44 3
mit go(—1 — i) = Res(f(2); -1 —1i) = % Insgesamt erhélt man also

443 , .
= - = 1= e
— Nebenteil
= h(z,—1—1)

Fiir den Pol 2. Ordnung 2z = 1 erhélt man den Hauptteil der Laurent-Reihe
um 29 Uber die Taylor-Reihenentwicklung des holomorphen Anteils g3 von f:

B 1 25 B 1 25
I&) = o GrigGriv) o1F Zieaiz
1 = g3(2)

RCESNE (93(1) +g5(1)(z — 1) + %gg(l)(z 124 )
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Nach kurzer Rechnung erhalt man

g93(1) =5, g5(1) = =4 = Res(f(2); 1)

5 1
= — _ 1)/2 4 ...
s R AL H
h ~~ Nebenteil

= (Z7 1)
Die komplexe Partialbruchzerlegung lautet deshalb:
4 —3i 4+ 3i 5 4
= ~+ ~+ — .
2z+1—14) 2(z+1+44) (-1 z-1
Als reelle Partialbruchzerlegung ergibt sich:

£(2) 4z +7 L 5 4
z) = — .
2242242 (2—1)2 2z-1

b) Von den Singularititen von f
Zoz—l—f-i, 21:—1—i, 22:1.

liegen nur zy und z; innerhalb von c.

Bild 23: Kreisc: |z +2| =2

Damit ergibt sich nach dem Residuensatz

j{f(z) dz = 2mi (Res (f;—1+44) + Res (f; =1 — 1))

4—31 4+ 3
:2m'< 22—1- —;Z)ZSM.
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Berechnung reeller Integral iiber den Residuensat-
zes

a) Essei f im Gebiet G, das die obere Halbebene H = {z € C|Imz > 0} umfasst,
bis auf endlich viele isolierte und nicht reelle Singularitéten zj; holomorph und
es gelte lim z - f(z) = 0 gleichméBig in H, dann kann das folgende reelle

|z]—o0
uneigentliche Integral berechnet durch

/f(a:)dx:2m' Z Res (f; k) -

Imzk >0

p(2)

Insbesondere fallen rationale Funktionen r(z) = ) in diese Klasse, wenn fiir
q(z
die Polynome Grad p + 2 < Grad ¢ gilt.

b) Essei f im Gebiet G, das die obere Halbebene H = {z € C|Imz > 0} umfasst,
holomorph bis auf endlich viele isolierte und nicht reelle Singularitaten zj in
der oberen Halbebene und es gelte  lim  f(z) = 0, dann gilt

|2]—00,y>0

CHW/f(x)em dx = 2mi Z Res (f(2)e; zk) -

Imzk >0

c¢) Fiir die Polynome p und ¢ der rationalen Funktion r(z) = p(2) gelte Grad p <

q(2)

Grad ¢. Aulerdem habe r keine Polstellen z, im Bereich 0 < z < oo, dann
kann das folgende reelle uneigentliche Integral mit 0 < o < 1 berechnet durch

Oor(x) o 2mi r(z)
/x—adx— T 5 > Res (Z—azk :
0 2170

Man wahle in der Polardarstellung z = re’ fiir die Auswertung von z% den
Zweig 0 < ¢ < 2.

2w

d) Ein Integral vom Typ / R(cos ¢, sin p)dp mit einer rationalen Funktion R

0

lasst sich als (geschlossenes) Kurvenintegral iiber den Einheitskreis deuten:
Parametrisierung des Einheitskreises ¢:  c(p) =€, 0<p <27

Auf dem Einheitskreis, also fiir z = ¢(p), gilt:

d(p) =iz 2—1 cos _ 1 z—i—l sin _ ! 2 !
)= ) _Z’ (10_2 > ) 90—22 2 .
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Besitzt R keine Polstellen auf dem Einheitskreis, dann gilt nach dem Residu-

ensatz
27
1 1 1 1 1
/R(COS%SiUSO)d‘P = /R —lz+—-),=|z2—— — dz
2 z 21 z 12
0 c - v
=r(z)
= 2mi Z Res (r;2) ,

|Zk|<1

dabei sind z; die Polstellen der rationalen Funktion r(z).

Aufgabe 24:

Man berechne mit Hilfe des Residuenkalkiils die Integrale

(e 9]

1
a) / —$2—4x+6d$’

COST
by [ BT g d
)/.9:4+324 v

)/ r—1 J
c T,
(22 + 3z —4)Vx + 2

2

21

Q) / sin p
4 4 cosp

0

Losung:

1
a) Die Singularitéten der Funktion f(z) = 256 liegen bei z; = 2 +iv/2
22— 4z

und z, = 2 — iv/2, sind Pole 1. Ordnung, und man erhélt:

o

1
———dxr = 2mi Res(f;21) = 200 ——
/x2—4$+6 (fi21) 2= 2+iV2|,_,

—0o0

1
= 2m = —

2ivV2 V2
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b) Beachtet man, dass g(x) = % eine ungerade Funktion ist, so ergibt sich
CoS T CoS T sin x
———dr = ———dr+i [ ———d
/x4+324 ! /x4+324 m+z/x4+324 !
= / m dx = 2mi Z Res (f(2); zx) -
oo T Im 2,0

Die Singularititen der Funktion f(z) ergeben sich aus 2* +324 = 0 und lauten
daher

ZOZ3+3i, 21:—3+31, 22:—3—31', 23:3—37;.

Es sind Pole 1. Ordnung, wovon nur zp; in der oberen Halbebene liegen mit
den Residuen

. 62ZO
e ) = bl S
- 6(§+62’)6i B _2166(1—2') B _Zﬁ.egl(Hi)
. 6121
Res (f;21) = Jirgl(z — Zl?f(z) - (21 — zo)(zl — 2)(21 — 23)
) oi(=3+30) _ edd ﬁ e (1 — i)

—6-6i(—6 +6i)  216(1+14) 432

o0

/ﬂdw = 2mi( Res (f;20) + Res (f;21))

zt + 324
- et -3
e mi i _ -3y _ (.3 3
= S6 (= (e — ™) —i(e¥ + %))
-3 . -3
- 62176” (—2i(sin 3 + cos 3)) = 10; (sin3 + cos 3) .
¢) Die hebbare Singularitét bei x = 1 wird gekiirzt und dann wird durch y = x+2
substituiert:
7 r—1 ] 7 1 ] 7 L
r = r= [ ———dy.
, (22432 — 4)Vor +2 , (x4 4)Vz + 2 / (v +2)/y Y
Nun besitzt der Integrand die Standardform r) = ! mit r(y) =
vy W+
und o = 1/2. r(z) besitzt nur die Singularitét z; = —2 und man erhélt:

70 21 R 1 21 1 T

= — Res| ————=;21 | = . = —,
(y +2)\/y 1— e (z+2)y/z l—em V2 2
0
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d) Mit 2z = e substituiere man

1 1 ) 1 1
cosp=—|z+—| bzw. sihp=—(2——-].
2 z 21 z

Die Substitution erfordert noch die Berechnung von:

d d
Z*’Le“p*médgp— il
dy 1z
2m
/ sin / %(2—— dz / 22 —1 p
L= z
4—|—cosg0 % 1) iz (z2—|—82—|—1)
0 z|=1 |2]=1 ™

:f( )
Die Singularitaten von f ergeben sich aus 0 = z(z? 4+ 8z + 1). Man erhalt

ZOZO, 21:—4—|—\/15, Z2:—4—\/15.

Nur von den im Einheitskreis liegenden zp; werden die Residuen benotigt.

2
N T _ &A1
Res (f;20) = Zh_{rzlo(z 20)f(z) = 22+ 8z + 1 =-1
Res (fiz) = lim (= — 2)f(2) S
s(f;z1) = lim(z—=z z) =
! z—21 ! (21 — Z())(Zl — ZQ)
16 -8v15+15—-1 15 — 44/15

(—4+ V15215 VIo(—4+v15)

Aus dem Residuensatz erhélt man damit

2
[ Tt de = —2wi(Res (i) + Res (f520)
0
= 2mi(—-1+41) =0.
- : sin ¢ . .
Das Ergebnis tiberrascht nicht, da —————— eine 27-periodische ungerade
44 cosp

Funktion ist.



