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Komplexe Funktionen

fur Studierende der Ingenieurwissenschaften

Horsaaliibung mit Beispielaufgaben zu Blatt 2

Elementare komplexe Funktionen: (Fortsetzung)

Wurzelfunktion

Die Umkehrfunktion zu f(z) = 2? = w wird in Polarkoordinatendarstellung w =
re’ mit —m < ¢ < 7 fiir die rechte z-Halbebene durch den Hauptwert und fiir die
linke durch den Nebenwert der Wurzel berechnet

HW s Vo = Ve, NW o i = rel /240 — — freiel?,
Hauptwert der Logarithmusfunktion

Der Hauptwert der Umkehrfunktion zu f(z) = €* = w wird fiir w = re® mit r > 0
und —7 < ¢ = argw < 7 definiert durch

fH(w) =lnw=1In|w| +iargw.

Joukowski-Funktion:

trigonometrische Funktionen:

, e — 72 e® 4 e sin z
sing == ————, cosz:i= ——, tanz:=
21 2 coS 2
hyperbolische Funktionen:
) e —e’* e +e* sinh z
sinhz ;== ———  coshz:= ——— , tanhz:=
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Aufgabe 5:

a) Fiir den Hauptwert des komplexen Logarithmus In und z; = —i und 2z = —2i

berechne man

In(z1), In(z2) und In(z22),

falls dies moglich ist.

b) Die sin-Funktion wird im Komplexen definiert durch

sinz = 2% (eiz — e_iz) )

Man berechne Real- und Imaginarteil von sin z und bestimme alle Losungen

von sin z = 2.

Losung:

a) Der Hauptwert In z des Logarithmus ist definiert fiir —7 < argz < m durch

Inz=In|z|+iargz.

In(z) =In(—i) =In| —i| +iarg(—i) =Inl —in/2 = —in/2
In(z9) = In(—2i) = In| — 24| +iarg(—2i) =In2 — in/2
2129 = —Z(—QZ) = —2=2T

Damit liegt z;29 nicht im Definitionsbereich des Hauptwertes und In(z2,) =
In(—2) kann nicht berechnet werden.

b) Mit z = z + iy gilt:

sinz =

_ _3' (efy+iac . eyfi:p)

—~
D
.
183
aQ
J
I\
~—

(—ie ¥(cosx + isinz) + ie¥(cosz — isinz))

N = N = gng

(sinz(e’ 4+ e¥) +icosz(—e ¥ +¢€¥))

sinz coshy + 7 cos xsinhy

2=sinz = sinxcoshy +icosxrsinhy = cosxzsinhy =0

1. Fall: sinhy =0

= y=0 = sinzcosh0)=sinxz =2

besitzt keine Losung.

2.Fall: cosz =0

= x:g+kw, keZ

= sin (g + lm) coshy = (—1)"coshy = 2
= coshy=2und k =2n =y = tarcosh 2

= zn:z+2n7r:|:iarcosh2, neZ
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Aufgabe 6:

Gegeben sei die Joukowski-Funktion w = f(z) :=

a) Man bestimme die Bilder

(i) des Kreises |z| = 3,
(ii) des Halbstrahls Re(z) = Im(z) > 0,
(iii) des Halbstrahls Re(z) =0, Im(z) > 0.

b) Man berechne die Umkehrfunktion z = f~!(w) fiir |z| > 3.

Losung;:

a) (i) Mit der Polardarstellung z = 3¢, 0 < ¢ < 27 auf dem Kreis |z| = 3
erhalt man:

1 [ 3e¥ 3 1., ,
_ ) = D 4 emie) — 1.1l
f(z) = 5 ( 3 + 36“0) 2(6 +e ) =cosyp € [—1,1]

(ii)) Die Polardarstellung z =re"™/* 0 <r < oo des Halbstrahls
Re(z) = Im(z) > 0 ergibt:

1 171'/4
f(Z) = 5( 6z7r/4>
1 (r 3 _
= 313 (cosm/4 +isinm/4) + —(cosm/4 —isinm/4)
r
3
= (%4— >c0s7r/4—|—z <%—§) sinm/4.

=u =v

u = Re(f) und v = Im(f) erfiillen die Hyperbelgleichung

u? v r+3 2 ro 3 2_1
cos2m/4  sin’7w/4 \6  2r 6 2r)

Mathematica Plot-Befehl

ParametricPlot [{Sqrt[2] Cosh[t]/2,
Sqrt[2] Sinh[t]/2}, {t, -2.1, 2.1},
AxesLabel -> {"Re", "Im"}, PlotRange -> {-3, 3}]

Mit ; ;
r . r
cosh(t) = <6 + Z) , sinh(t) = (6 — 5)

entspricht der Radius » = 3 dem Wert ¢ = 0.
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(i)

b

St
Bild 6 a)(ii): Hyperbel

Aus der Polardarstellung z = re™? = 4ir, 0 < r < oo des Halbstrahls
Re(z) =0, Im(z) > 0 folgt:

1 /ir 3 fr 3 )
f(z>_§(§+%>_z(6—§> mit ¢t € IR.
—

=t

Die Polardarstellung fithrt im Bild also auf die imaginare Achse.

b) Die Umkehrfunktion von f ergibt sich durch Auflésen von
w = f(z) nach z:

1
w:—(z—i-%) & 6wz =2249

2\3 =z

& 22— 6wz +9=(2—-3w)>—9uw*+9=0

& (2 —3w)? =9(w? - 1)

Fiir |z| > 3 erhilt man damit z = f~}(w) = 3w + 3vw? — 1.

Fiir w = re® mit —7 < ¢ < 7 wird dabei y/w fiir die rechte z-Halbebene

durch den Hauptwert und fiir die linke z-Halbebene durch den Nebenwert der
Wurzel berechnet

HW : V= re®2, NW: Vo = /rel@/2m) = _ freie/?,
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Mobius-Transformationen:

Eine Abbildung T : C* — C* heifit M6bius-Transformation, wenn gilt

_@z—i—b
ez +d

T(z) mit ad —bc # 0.

Sind zwei Tripel 21, 29, 23 und wy, we, w3 jeweils verschiedener Zahlen aus C gegeben,
dann gibt es genau eine Mébius-Transformation, fiir die w; = T'(z;) mit j = 1,2,3
gilt. Diese lasst sich berechnen, durch Auflésen der folgenden Dreipunkteformel

nach w:
w—w w3 —w Z— Z1 23 — 21

W— Wy W3 — Wy 2—Z2y 2Z3—2Z29

Eigenschaften:

a) Eine Mobius-Transformation ist bijektiv auf C*.

b) Die Umkehrabbildung einer Mobius-Transformation ist wieder eine Mobius-
Transformation.

¢) Ein Mobius-Transformation 7T ist kreistreu, d.h. sie bildet verallgemeinerte
Kreise auf verallgemeinerte Kreise ab.

d) Ein Mobius-Transformation erhilt die Symmetrie zu verallgemeinerten
Kreisen.

20— 21 R3— 2

D(zo, 21, 29, 23) == :
20 —R2 R3— X2

wird als Doppelverhaltnis der vier verschiedenen Punkte zg, 21, 20,23 € C
bezeichnet.

f) Unter einer Mobius-Transformation 7" ist das Doppelverhéltnis invariant, d.h.
es gilt:
D(ZO7 21y %2, 23) = D(T(ZO)7 T<Zl)7 T(Z2)7 T<Z3)) .

g) Der Punkt zy € C liegt genau dann auf dem durch die Punkte 21, 29,23 € C
bestimmten verallgemeinerten Kreis K, falls gilt

D(ZO,Zl,ZQ,Z3) ceR.

Denn fiir die Mébius-Transformation 7" mit 7'(z1) = 0, T(z2) = o0, T'(23) =1
gilt T(K) = IR und

D(T(Z()), T(Zl), T(Zg), T(Zg)) = T(Z()) .
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Aufgabe T7:

Gegeben sei die Funktion 7' : C — C mit

2(14+14)z
z—1—1

T(z) =

a) Man tuberpriife, ob es sich bei T' um eine Mobiustransformation handelt.

b) Man berechne alle Fixpunkte von 7" in kartesischer und Polardarstellung.

)
)

¢) Man bestimme das Bild der Winkelhalbierenden Re z = Im 2.

d) Worauf wird die Halbebene oberhalb der Winkelhalbierenden abgebildet?
)

e) Man berechne die Umkehrabbildung von T'.

Losung:

b
a) Ein Vergleich mit der Standardform  T'(z) = azi— g ergibt
cz

ad=2(1+i)(-1—i)=—-4i#£0=0-1=bc,

d.h. T ist eine Mobius Transformation.
i)z i
z—1—1

Man erhélt also die beiden Fixpunkte z; = 0 und
2 = 3(1 4 1) = 3v2e™/1,

b) z= (z—1—-i)=2(14+1i)z < 2(2—3(1+1) =0

c¢) Die Punkte 21, 2o und 1+ liegen auf der Winkelhalbierenden, also einer Gera-
den. Daher liegen sie im Bild unter 7" auf einer Geraden oder einem Kreis. Da
z; und 2o Fixpunkte sind und 7'(1 + i) = oo gilt, wird die Winkelhalbierende
auf sich selbst abgebildet.

d) Die oberhalb der Winkelhalbierenden liegende Ebene wird wegen Teil c),
T(i) = 2 — 2i und weil T stetig ist auf die unterhalb der Winkelhalbieren-
den liegende Ebene abgebildet.

2(1 44
e) Durch Auflésen von w = (——;Z)Z nach z erhalt man die Umkehrabbildung:
z—1—1
w= 210z T”Z. E Wz —1—i0) =2(1 +1)z
z—1—1

z 7 1 )
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Aufgabe 8:

a) Man gebe eine Mobius-Transformation 7" an, mit:

T0)=0, T(-2)=4 und T(i—1)=2+2i.
b) Liegen zg = —1 —4,21 = 0,20 = —2 und z3 = i — 1 auf einem Kreis?

¢) Man zeichne den Kreis K : |z + 1| = 1 und die Punkte z; =0,
29 = —2, z3 =1— 1, sowie T'(K) mit T'(z;) fir i = 1,2, 3.

Losung:

a) Einsetzen in die Dreipunkteformel und Auflésen nach w ergibt:

w—O.2—}-22’—0_2—0‘2'—1—0<:> w o i+1 oz -1
w—4 242 -4 242 i-14+42 T w-4"i-1 =z4+2 i+l
+1)? 2
= w(z+2):z(w—4)gzi—1§2 (:)wz+2w:4z—wz<i)wzzjl =:T(z).
——

=1

b) Eine Probe ergibt, dass zy, ..., z3 auf dem Kreis |z 4+ 1| = 1 liegen.

Alternativ und ohne Kenntnis des Kreises kann man auch nachpriifen, dass
das Doppelverhéaltnis reell ist:

20—21'23—21_ —1—1 . 1—1 _(-1—Z>(1+Z>
20 — 22 23—22——1—Z+2Z—1+2— (].-Z)(Z—l)

=—-1elR

¢) Die Punkte z; = 0, 20 = —2 und 23 = 7 — 1 liegen auf dem Kreis K. Damit
liegen die Punkte 7'(21) = 0,7(22) = 4 und T'(z3) = 2 + 2i auf dem Bildkreis
T(K).

Bild 8: =z, 2,23 und K wy, wy, wy und T'(K)



