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Aufgabe 1) [3+ 3 + 3 +1 Punkte] Es sei ¢ die imaginére Einheit.
a) Bestimmen Sie alle komplexen Losungen der Gleichung

e — = =0.
eZ

b) Fiir welche k, [ € R ist die Funktion f: C — C, z — f(2)
f(z) = (Re(2))*4+i-k--(Re(2))*Im (2)— k-Re (2)-(Im (2))?+i-1-Re (2) — i- (Im (2))?
auf ganz C komplex differenzierbar?

¢) Welche der folgenden Mengen M, My, M3 kann mittels einer Mobius Transformation
auf den Parallestreifen

P={ze€C: -1<Re(z) <1}
abgebildet werden?
My={z€C: 1< |z <2},
M, ={z€C: Re(z) >0, Im(z) >0},
M;={2z€C: |z+1]>1und |z —1| > 1}
d) Geben Sie eine Abbildung an, die den Parallestreifen
P={ze€C: -1<Re(z) <1}
auf den Parallestreifen
P=1{zeC: -2<Im(z) <2}

abbildet.
Losung:

a)

7 )
e — =0 = ¥ =1i.
eZ

Zu erfiillen sind die beiden Gleichungen

|e42| = |efe . ghiy| = et 2 i = 1

und

arg (e*) = 4y = arg (i) + 2kr = T + 2k, k €7Z. [2 Punkte]
Alsoz=0und y, = £ + & k€ Z. [1 Punkt]
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b)

f(z) = u(z,y) +iv(z,y)
= (Re(2))*+i-k--(Re(2))* - Im(2) — k-Re(2) - Im(2))*+i-1-Re(z) — i-(Im(2))*

Mit z = x + 1y gilt

u(z,y) = 23 — kay? und v(z,y) = kx*y +lz —y>. [1 Punkt]

Zu erfiillen Sind die Cauchy Riemannschen Differentialgleichungen:
ux:3x2—ky2;vy:km2—3y2 = k=3

und

—u, = 2kxy = vy = 2kxy +1 = [ =0, k beliebig.

Die Funktion ist nur fir £ = 3 und [ = 0 auf ganz C komplex differenzierbar.

[2 Punkte]

¢) Durch eine Mébius Transformation miissten die begrenzenden verallgemeinerten Krei-
se der Urbilder auf zwei Geraden in C* abgebildet werden, die einen Schnittpunkt in
oo haben. Das geht nur, wenn die begrenzenden verallgemeinerten Kreise der Urbilder
auch genau einen Schnittpunkt haben.

M, = {z € C: 1< |z| <2} wird begrenzt durch zwei schnittfreie Kreise.

My, = {€C: Re(z) >0, Im(z) >0} wird begrenzt durch zwei Geraden mit den
Schnittpunkten Null und oc.

Ms; = {2€C: |z+1|>1und |z — 1| > 1} wird begrenzt durch zwei Kreise mit ei-
nem Schnittpunkt in Null.

Nur M3 kann mittels einer Mobius Transformation auf P abgebildet werden.
[3 Punkte]

flz) =22 2= 2iz. [1 Punkt]
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Aufgabe 2)
a) [3 Punkte] Fiir z = x + iy sei Z = x — iy. Berechnen Sie
j{z - 22 dz, c:[0,2n] = C, c(t) = 4e™.

1
22 — 42429

(i) Berechnen Sie die Residuen aller isolierten Singularitdten der Funktion f.

b) Gegeben ist f(z) =

(ii) Bestimmen Sie die Laurent-Entwicklung der Funktion f zum Entwicklungspunkt
20 = 2+ bi, die im Punkt z* = 20 gegen f(z*) konvergiert.

Losung:

a) [3 Punkte]
Fle(t)) = de™it - (46) = de~* . 2¢% = 8¢~ %
é(t) = 4ie",  f(e(t))i(t) = die"8e™ = 32ie.

2 "
/22'2 dz,:/ 32iez di
0

1
b) 93 = 3

(i) [3 Punkte]
Isolierten Singularitaten von f:
22—4z429=(2-2)?+25=0 = z;5=2++/-25 = 2+ 5.

1

Res(f;2 +5i) = ————— =4 =-%
2= (2=50) |ops " 0

1
Res(f;2 — 5i) = ————— S W
es(f, Z) oy (2 i 52) o i —10¢ 10

(ii) [4 Punkte]
Es gibt eine Laurent Reihe im Ring
Ri:0 < |z—(245i)| < |(2—5i) — (2+ 5i)| = 10
und eine Laurent Reihe im Ring
Ry: |(2—5i) — (2+5i)] = 10 < |z — 20| = |2z — (24 5i)].
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Der Punkt z* = 20 liegt im Ring Rs. [1 Punkt]

1 1 1 1
—(2-51)  (z—(2+5i)+10i z—(24+5i) 1-— oy
B 1 i —~10i  \*
2= (2450) & \z—(2+50)
=Y (—10i)* (z— (2+5i) "
k=0

- _Z (—100) " (2 — (2 + 5i))" .[2 Punkte]

k=—o00

- L = —10i) 7 (2 — i)
I® = coarme_a sy — & (1T -2 +50)

— i (—10i) "% (z — (2+5i))" . [1 Punkt]

k=—o00
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Aufgabe 3) [4 Punkte]

a) Die Kurve ¢ der Skizze teilt C in vier Bereiche auf. Geben Sie die Umlaufzahlen der
einzelnen Bereiche an.

b) Sei D eine offene Teilmenge von C und f : D — C komplex differenzierbar. Weiterhin
seien ¢ und ¢ zwei Kurven in D mit dem gleichen Anfangspunkt z; und dem gleichen

Endpunkt z,. Gilt dann stets
/f(z)dz = /f(z)dz?

Alternativ zu 3a oder 3b: Ein Streifen parallel zur imaginaren Achse soll auf
einen Kreisring abgebildet werden. Mit welcher der folgenden Abbildungsarten lasst
sich dies realisieren?

i) Mébius Transformation, ii) Exponentialfunktion, iii) Lineare Funktion,
iv) durch keine der angegebenen Abbildungsarten.

Begriinden Sie Thre Antwort!

Losung:

a) [2 Punkte]
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b) Die Aussage ist falsch. Wihle ein nicht einfach zusammenhéngendes Gebiet und die
Kurven so, dass C; — C5 eine nicht hebbare Singularitdat umlauft.

Ein mogliches konkretes Gegenbeispiel: Sie D der Ring um Null mit
z€D <2< |z| <4

21 = 3,29 = —3, flz)=1 c(t) = 3e", ¢(t) = 3e7™, t € [0;7].
Dann ist

$_ . f(z)dz =2mi Resf(0) = 2mi

also / F(2)dz — / f(2)dz #0.

Alternativ:

/f(z)dz = / 1 . 3ietdt = i
c 0 3"

0
/éf(z)dz:/o - = C /0 % 4 e tdt =

Alternativ:

i) Mobius Transformation: Nicht moglich. Das Bild von oo miisste auf den Bildern
beider begrenzenden Kreise des Ringes liegen.

Re (2)

ii) Exponentialfunktion: moglich. Denn |exp(z)| = e und arg (z) = Im (2).

iii) Lineare Funktion: nicht moglich, da eine lineare Funktion eine reine Drehstreckung
beschreibt.



