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Nullstellen quadratischer Gleichungen

Beispiel 1

f(z) =2 +1 (keine reellen Nullstellen)

> +1 =0

= r = £v—1
= ), = —vV—1, x9o=+v—-1
Bemerkungen:

1. Der durch formales Wurzelziehen erzeugte symboli-
sche Ausdruch v/—1 ist im Reellen nicht erklart.

2. Mit der symbolischen Schreibweise v/ —1 darf zunéchst
nur im Sinne von (v/—1)? = —1 gerechnet werden.
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Beispiel 2

f(z) = —2*4+22 —5 (keine reellen Nullstellen)

—2?+2x—5 = 0
= v —2r+5 = 0
= *—2x+1+4 =0
= (z—1)* = —4
= z—1l=4y—4 =44 (1) =+£V4 /-1
= r = 14+2/(-1)

= r1 = 14+2¢/—1, 29=1-—-24/—1
Hier wurde fiir die symbolische Schreibweise v/ —1 als
weitere Rechenoperation \/—a := /a - v/—1 definiert.

Diese Operation ist aber nur fiir a > 0 zuléssig!
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Definition

Die beim Losen der Gleichung z? = —1 auftretende
Grofle v/—1 wird als imaginéire Einheit

i::\/:

bezeichnet. Die Losungen der Gleichung 22 = —1 lauten
damit = = +4. In dieser Definition ist /—1 als symbo-
lischer Ausdruck und nur bedingt als Rechenausdruck
der Wurzelfunktion zu verstehen:

1. Richtig: fir a > 0 gilt +/—a = +/(=1)a =
2. Achtung:

L= VI= O #V=Ty=T=i-i=—1

Daher wird in der Regel die imaginire Einheit
festgelegt durch:

2= —1.
Mit dieser Festlegung lauten die Losungen der Beispiele:

1. 332—|—1:O, 5(31)2::|:Z.,
2. —x°4+2x—5=0, x12=1=42i,
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Definition

Fiir z,y € IR heiit eine Zahl z mit der Darstellung
z2 =+ 1y
komplexe Zahl.

r =:Re (2) heiit Realteil und

y=:1m (2) Imaginérteil von z.

Die Menge der komplexen Zahlen wird bezeichnet mit

C={z=rx+wy|z,ycR }.

Beispiele
z=1+41, Re(2)=1, Im(2)=4,
z2=3-235i, Re(z)=3, Im(z)=-235,
2z =673, Re (2) =0, Im (2)=067.3,
2z =42, Re (2) =42, Im (2) =0.
Bemerkung:

Fir Im (2) =0ist z =2 € IR, also gilt IR C C.
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Kartesische Darstellung komplexer Zahlen

Komplexe Zahlen lassen sich als Punkte in der kom-
plexen Ebene darstellen.

Dazu wird in der kartesischen Darstellung
z2 =+ 1y

der Realteil auf der z-Achse und der Imaginérteil auf
der y-Achse, wie bei Vektoren (x, i) im R?, eingetragen.

Im (2)
o2 — —9 41 Lg
, - R
_5 1 | 1 3 e (2)
_?/"
‘=4 — 2
23 = —.3 — 3

komplexe Ebene
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Polarkoordinaten Darstellung

In der komplexen Ebene werden die komplexen Zah-
len wieder als Punkte eingetragen.

Jeder Punkt z € C\{0} wird in der Polarkoordina-

ten Darstellung identifiziert durch seinen Abstand
r > 0 zum Nullpunkt und einen Winkel 0 < ¢ < 27r:

2 =1rcosy+irsinp =re'v.

Dabei wird definiert e := cos ¢ + i sin .

Im (2)
it
z
rsin(y)
'QO ——t———— / ————t >
r cos(p)—— r Re (z)

Polarkoordinaten von z:  Radius r, Argument arg(z) := ¢
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Umwandlung komplexer Zahldarstellungen

1. Polarkoordinaten — kartesische Koordinaten
z=re¥ =r(cosp +ising) =

T =TCcosy, Yy=rsny.

2. kartesische Koordinaten — Polarkoordinaten

2 2

2 4y* = (1 cos ) +(rsin ) = r?(cos® p+sin® @) = r

= 1 =/22+ 1y’

Yy rsing s
= = = = tan ¢
T TCOSEY  COSY

flp) =tanyp
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Der tan besitzt im Intervall ]_77, g[ die Umkehr-

funktion arctan.

H
a B 0N

—-10 -5 5 10

—T
Der Wertebereich von arctan ist also ] ERE] [

Fiir die Polardarstellung ist der Winkel 0 < ¢ < 27
gesucht.

Im 1.Quadranten 0 < x, 0 < y gilt

Ogg:tango = Oggpzarctangp<g
x

und der Winkel fiir die Polardarstellung ist richtig
bestimmt.
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Y 7T y 7
= =tany = —— < p=arctan— < —
x 2 x 2

Daraus ergibt sich fiir alle Quadranten die giiltige
Umrechnung:

( Y
arctan = , x>0 ,y>0
x
i 0, , y>0
o y L=V, ,
2 y
Y
T 7T+arctan5 , £ <0
3T
— , =0, ,y<0
2 y
27T+arctang,x>0 , Y <0,
\ x

Bemerkung;:
Gelegentlich wird fiir den Winkel anstelle von 0 < ¢ < 27

auch —m < ¢ < 7 verlangt. Dann liefert arctan 2 im
x
1. und 4. Quadranten das richtige Ergebnis, fiir den 2.

Quadranten muss 7 addiert und den 3. Quadranten 7
subtrahiert werden.
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Beispiele

1. z=1-eY=1-(cos0+isin0) =1

: T s 1 1
2. z=1-e*=1.(cos—+isin—) = — 4+ ji—
(o8 7 V2 V2

V18 Yy

3 :2.2'-5%/3:2. 4y s
2 e (cos g Tisin 3)

0
r=+/(-22+02=2, g0:7r+arctan_—2:7r

5. z=1—-1 = z=1,y=—-1 =

7“:\/12+(—1)2:\/§,

—1 T T
90:27T—|—arctanT:27T——:—

4 4
= oy = \/§ . 61’-777/4
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Addition komplexer Zahlen
Fiir zwel komplexe Zahlen

21 =21 T W1, 22 =TT+ 1Y

wird die Addition festgelegt iiber die kartesische Dar-
stellung:

21+ 29 = (X1 +iy1) + (T +iys) = 1+ 22+ i(y1 +y2) -

Im (2)

A

21=2+8i

Zl—|—2228—|—6i

6 8 Re(z)
Z2:6—2i

Beispiel: (2+48i)+(6—2i) =2+6+i(8—2) = 8+46i
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Multiplikation komplexer Zahlen

Fiir zwei komplexe Zahlen

21 =1+, Ro= T+ 1Yo

wird die Multiplikation festgelegt iiber die kartesi-
sche Darstellung:

21 "Ry = (5171 -+ Zy1> . (CBQ -+ Zy2>
= T1T9 + 1T1Y2 + WY1 T2 + Y190

= T1T2 — N1Y2 + UT1Y2 + Y122) -
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Mit Hilfe der Additionstheoreme fir sin und cos

cos(p1 + Yg) = €OS (1 COS Py — Sin Y1 SN Yy

sin(@1 + 2) = €oS 1 sin Y + €OS P9 Sin Yy

erhalt man

e1e'?? = (cos 1 + isinpq) - (cos @y + 7 sin o)
= COS (P1 COS (P9 — SIN (Y1 SIN Y9
+i(cos (1 sin @y 4 cos g sin 1)

= cos(p1 + p2) + isin(p; + o)
— eilpiter)

Die Multiplikation in Polarkoordinaten ergibt daher

21 =T 29 = 19e¥2 = 2129 = ryroe’(P1TH2)

Interpretation:

Die Multiplikation von z; mit 29 kann also als Dreh-
streckung von z; um den Faktor ro und den Winkel 9
aufgefasst werden.
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Beispiele

1. A7T—6i)=4-7T—4-6i=28—24i

2. (3—i)(—=2+5i) = 3(—2)+3-5i+2i—5i% = —1+17i

1 | :
7 = —=4i—= =€,

V2 2
m=1—i=+2. 7"

Multiplikation in kartesischen Koordinaten:
(5+i5) =i
2129 = | —= 41— —1
172 VRN
2

L i i 12 g
V2 V2 OV2 V2 V2

Multiplikation in Polarkoordinaten
Nz = 62’-77/4\/5 ) 6i-77r/4 _ \/i ) 6i(7r/4+777/4)
= /22" = \/§(COS 21 + i8in 2m) = V2
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Konjugation

Die konjugiert komplexe Zahl zu z = x + iy wird
festgelegt durch

Zi=x—1y.

Im (2)

A

o F=3-72i

Beispiel: 3+2¢=3—2;

Interpretation:

Die konjugiert komplexe Zahl entsteht durch Spiegelung
an der reellen Achse.
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Beispiele

I. 1—-1=1+41

| 1 1 o1
_Z—

Ve RN, R,

3. re¥ =rcosp—+irsinp
= T COS( — T sin Y

= 1 cos(—¢) + irsin(—p) = re”¥

4 T=G=+2. e/l

_ \/§ . e—z’-77r/4 _ \/i . 6i-77/4 — 144

+ 3 — el'm/4 = 6—i-7r/4

e
V2

_ 6i-77r/4 _

Sl

o1
Z—

1
V2 V2
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Es gelten die folgenden Rechenregeln:

1. z=2z2
2. Nt =Z1+2%Zy, Z1-22=21"2y,
1 1
3. Re(z)=5(z42), Im(2)=(:-2),
7

4. zelR & 2z=12%

Wir rechnen dies fiir z = x + 4y nach:

—_
QY|

=—r—iy=x—(—iy)=x+iy ==z

(21 + 1y1) + (22 + 1y2)
xr1+ To + z'(y1 + y2>
= I1+Xy— z(y1 + y2>

2. 21t 29

= T1 — Y + T2 — 1Yo

— 21+227
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21 Ry = (331 + Zy1> . (332 + Zy2>

= T1T2 — Y1Y2 + i(flw —+ ?Jl$2)

= T1T2 — Y1Y2 — i($1y2 + ylxg)

= 1172 — (—y1)(—y2) +i(z1(—y2) + (—y1)72)
= (w1 — Y1) - (w2 — 13)

3. %(erz):%(erier(az—iy)):x:Re (2).
(2= 2) = (e iy — (o — i) =y = (2

4. zelR = z=2+1-0=2x—1-0=12
und

z=x+1yYy=x—1Yy==2
= 2iy=0=y=0= z=z€lR

Hier wurde das folgende Beweisprinzip verwendet:
A= BANB=A
besitzt den gleichen Wahrheitswert wie A < B

Mit A: zelR & z=2%z:8B
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Betrag

Der Betrag einer komplexen Zahl ist der Abstand von
z zum Nullpunkt, in der Polardarstellung also r:

z| =r =%+ y>.

Es gelten die folgenden Rechenregeln:
Zl =\VZ2-Z,

z| >0,

2zl =0 = 2=0,

21 29| = |21 - |22|

21+ ZQ‘ < ’Zl| + |22’ :

AN el e

’Zl"‘ZQ‘

Y

Re (2)

Dreiecksungleichung fiir 21, 29
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Wir rechnen dies fiir z = x + ¢y nach:

L.

5.

z2-zZ=(r+1y)(x—1y)
= 22 — %y? — ixy + iy = 2% +

= z|=Vz-Z,
2| = V2 +y* >0,
z| =22+ y?=0 = 2=y=0 = 2=0,

’Zl . 22‘ = ’(331 —+ Zy1>($2 —+ Zyg)‘
= (2122 — y1v2) + i(T1Y2 + Y122))|
= \/(561562 — 1y2)? + (T1yo + y122)?
= /2375 — 201190192 + YIS
+xys + 201221y + Y
= /1303 + i3 + 3 + yin
= Va2 (2t +y3) + (2l + 42)
= (@ +v}) (23 + 43)
= V22 +yia3 + y3

= |z1] - |2

Sei als Ubung empfohlen.

21
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Beispiele

. z2=-2 = ax=-2,y=0 =
| =2l = /(=22 +02=2,

2. z=1 = x=0,y= =

i =V +12=1,

1 1
4, —4+1— = x=

i (5) + (&)

5. €| = |cosp +ising| = y/cos? @ +sin’ ¢ = 1

6. |z| = |re®?| =|r|le?| =7

7. |ziz] = |2 - 2] = e - [rae'?2] = 7y
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Division komplexer Zahlen

Der Kehrwert einer komplexen Zahl z = x + 1y wird
festgelegt durch:
z T — 1y x .Y

— — .
2z x2+y? x24y? x4 y?

In Polarkoordinaten

Z2=x 41y =rcosp+irsinp =re'’

erhalt man
1 rCOSw TSN
— = — 1
rete T2 T
1 - I
= —(cos(—p) +isin(—p)) = - "%,
r r
und

1p1 _
new Eel(%—wz) .

roeif2 1y
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Beispiele
LA 2 et e 2 LA
Za|  [reeR T ry |2
1 —i . 1|1
1 1 2 |‘
3 3i(1+i) —3+3
3. — _
1 —1 12 412 2
TR
g AR _dn) g,
1 12
- 1 4420 243
4—2 42422 10
I e T
4—2i| |4—2i V42422 20 25
244 244 V2412 V5 5
10 10 10 10 10v5
; 1—2i (1-2)(B3—4) 1-Ti

3+1 32 412 10
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Satz

Gegeben sein Polynom p : C — C mit reellen Koefhi-
zienten, d.h. a; € IR:

1

p(z) =apz" +a, 12"+ + a2’ + a1z + ag .

Ist 2y Nullstelle von p, dann ist auch z; Nullstelle von
p, d.h.es gilt p(z9) =0 = p(Z) .

und ay = ax (wegen ay € R) gilt:

p(20) = an(Z)" + an_1(Z20)" 1+ -+ as(20)* + a1z + ag

—1 D) _
= ap2l +an 120"+t azi + a1z + ag

_ — -1 Y — _
= Ap2l + an120" + -+ @025 + @120 + Qg

= a2l +an 120"+t azd + a1z + Qg

]
= a2l + an_12) " + -+ aszd + a120 + ag
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Beispiele

2. 2°41=0 = 21=1, Z=21=—1,

3. —22422—-5=0 =
=142, z2=z=1-—21,

4. 224 pz+q=0
2

mit p,qg € IR und %—q<0 =

5. 12+09—21=0 = z2=2+4+09
(besitzt keine reellen Koeffizienten)
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Die Einheitswurzeln

Die Losungen der Gleichung
2" =1

werden als n-te Einheitswurzeln bezeichnet.

Satz

Es gibt genau n verschiedene Einheitswurzeln
20, 21 ..., Zn—1. ole besitzen die Darstellung

e =€ k=01,...,n—1.

Interpretation

e Die Einheitswurzel liegen alle auf dem Einheitskreis.

e Der Winkelunterschied von einer zur nachsten Ein-
heitswurzel ist konstant 27 /n.

e Der Einheitskreis wird durch die Einheitswurzeln in
n gleiche Abschnitte zerlegt.

e 2" = 1 kann als Kreisteilungsgleichung aufgefasst
werden.
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Bewels

Die Losungen von z" = 1 werden in Polarkoordinaten,
also z = re'¥ gesucht. Dabei gilt » € IR und r > 0.

L= 1| = ["] = el = fre|" = |

= r=1 = z=¢

= 1 =2"=¢%e¥. .. e = " = cos(np)+isin(ny)
= 1=cos(np) A sin(ng) =0

ok
1 =cos(ny) = np=2rk :>90:L
n

= sin(ny) = sin(2rk) =0

k=0,1,2,...,n — 1 liefern verschiedene Werte

2k
0< — < 27.
n

Fir alle anderen k € Z wiederholen sich diese Winkel.

= =2 E=0,1,2,....n—1
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Beispiele

1. 22=1 & 0=(:z-1(z+1)

20 = ez27r0/2 — 0 =1 Loz = 622%1/2 S —

2. 22=1 & 0=2-1=CZ-1DE*+2z+1)

_ 203 g — ei2nl/3 _% X % |

N
o
|



