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UH
INHALTE KOMPLEXE FUNKTIONEN

Inhalte Komplexe Funktionen.
Funktionentheorie bzw. Komplexe Analysis:
e Funktionen einer komplexen Variablen
e Mobius-Transformationen
e Komplexe Differentiation und Integration
e Ebene Potentialprobleme
e Konforme Abbildungen
e Cauchysche Integralformel und Anwendungen
e Taylor- und Laurent-Reihenentwicklungen
e Isolierte Singularitdten und Residuen
e Integraltransformationen: Fourier- und Laplace-Transformation

e Shannon-Abtasttheorem
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UH
KAPITEL 1: KOMPLEXE ZAHLEN

1 Komplexe Zahlen

Ausgangspunkt: Wir wollen alle Gleichungen der Form

xZ =a fira € R

|6sen konnen.

Gute Nachricht:
Fiir nichtnegative a € [0, 00) gibt es stets (mindestens) ein x € R mit x? = a.

Schlechte Nachricht: Fiir negative a € (—o0,0) gibt es kein x € R mit x? = a.

Beispiel: Fiir a = —1 gibt es keine reelle Zahl x mit
x?+1=0.

2 — a |ésen zu konnen, mussen wir

Was nun? Um alle Gleichungen der Form x
den Zahlbereich der reellen Zahlen erweitern. Diese Zahlbereichserweiterung

fihrt uns zum Kérper der komplexen Zahlen, C.

Im folgenden wird die (algebraische und geometrische) Struktur von C diskutiert.
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UH
KAPITEL 1: KOMPLEXE ZAHLEN

Erste Ideen zur Einfithrung der komplexen Zahlen.

Startpunkt: Verwende symbolische Lésung i fiir Gleichung x> +1 =0, so dass
% =—1.

Die Zahl 1 heit imagindre Einheit.

Nadchster Schritt: Mit der imaginaren Einheit bildet man nun die Zahlenmenge
C:={a+1ib|a,b € R}.

Dann fiihrt man die folgenden Rechenoperationen auf C ein.

e Addition:

(a7 +1ibg) + (a2 +1b2) = (a7 + az) + i(by + b3y) fir a7, az,bq,by € R,

e Multiplikation:

(a14+ib1)(az+iby) = (ara,—byba)+i(ar;by+azby) fur a7, az,by,by € R.

Damit besitzt C eine algebraische Struktur.
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UH
KAPITEL 1: KOMPLEXE ZAHLEN

Prinzipielle Fragen zu den komplexen Zahlen.

e Was ist eigentlich 17

e Kann man mit den obigen Rechenoperationen widerspruchsfrei rechnen?

e Sind die Rechenoperationen konsistent mit den bekannten Rechenregeln in R?
e Kann man die komplexen Zahlen anordnen?

e Gibt es alternative Darstellungen fiir komplexe Zahlen?

e Sind mit Rechenoperationen in C geometrische Interpretationen verbunden?
° ...

e \Warum beschaftigen wir uns eigentlich mit komplexen Zahlen?

e ...und spater mit komplexen Funktionen?

e Gibt es hierzu interessante Anwendungen in den Ingenieurwissenschaften?
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i KAPITEL 1: KOMPLEXE ZAHLEN TUHH

Erinnerung: Die reellen Zahlen R bilden zusammen mit der Addition und der
Multiplikation einen Kérper. Es gelten folgende Kérperaxiome.

e Axiome der Addition.

Assoziativgesetz vx,y,z € R : x+(y+z) = (x+y)+z
Kommutativgesetz Vx,y € R: XxX+y = y+x
Existenz der Null VxeR d0eR: x+0 = x
Existenz des Inversen VXx€eR d—x€eR: x+(—x) = 0

e Axiome der Multiplikation.

Assoziativgesetz Vx,y,z € R: (xy)z = x(yz)
Kommutativgesetz Vx,y e R: Xy = Yx
Existenz der Eins VxeR d1 eR: x-1 = x
Existenz des Inversen Vx € R\{0} Ix TeR: xx!' = 1.

e Distributivgesetz x(y + z) = xy + xz fiir alle x,y,z € R.
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UH
KAPITEL 1: KOMPLEXE ZAHLEN TUHH

Zur Konstruktion der komplexen Zahlen.
Ausgangspunkt: Betrachte die Menge R? ={(a,b)|a,b € R} mit Addition

(a,b1) + (az,b2) := (a7 + az,by + by) fiir (a1,b1), (az,bz) € R?
und Multiplikation
(a1,b1)-(az,b2) := (a1az—b1bz, a1bz+azbq) fiir (a1,b1), (az,b2) € R?.
Beobachtung: Die Multiplikation ist assoziativ und kommutativ; weiterhin gilt
(a,b)-(1,0) = (a,b) fiir (a,b) € R?,
d.h. (1,0) € C ist neutrales Element der Multiplikation. Die Gleichung
(a,b) - (x,y) = (1,0) fir (a,b) #= (0,0)

besitzt die eindeutige Losung, das multiplikative Inverse zu (a,b),

a —b
oy =@ a2y )
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UH
KAPITEL 1: KOMPLEXE ZAHLEN

Zur Struktur der komplexen Zahlen.

Bemerkung: Die Menge R? bildet mit der Addition und Multiplikation einen
Korper, den Korper der komplexen Zahlen, ab sofort bezeichnet mit C.
Ubung:

Weise Axiome der Addition und Multiplikation sowie Distributivgesetz nach. [

Beobachtung: Die Abbildung ¢ : R — C, definiert durch ¢@(a) = (a,0) ist
injektiv. Fir alle a7, a; € R gilt
e(a; +az) = (a1+az0)=(as,0)+ (a2,0) =e(ar)+ ¢(ay)
p(ajaz) = (araz,0)=(as,0):(az,0)=e(ar)- @(az)

Fazit:
e Konnen die reellen Zahlen mit komplexen Zahlen der Form (a, 0) identifizieren;
e Die reellen Zahlen bilden einen Unterkorper von C;

e Die Rechenregeln in C sind konsistent mit den Rechenregeln in R.
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UH
KAPITEL 1: KOMPLEXE ZAHLEN

Der Korper der reellen Zahlen ist angeordnet.

Bemerkung: Die reellen Zahlen bilden einen angeordneten Korper; es gelten

die folgenden Anordnungsaxiome.

e Fiir jedes x € R gilt entweder x > 0 oder x = 0 oder x < 0;
e Firx>0undy >0giltx+y >0;

e Fiirx >0 undy >0 gilt xy > 0.

Frage: Ist der Korper der komplexen Zahlen, C, angeordnet?
Antwort: NEIN!

Denn in einem angeordneten Koérper sind von Null verschiedene Quadratzahlen
positiv. Ware C angeordnet, so folgt aus

0< 1?2 =1 und 0<i?=—1

der Widerspruch 0 < 1+ (—1) = 0. O]
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UH
KAPITEL 1: KOMPLEXE ZAHLEN

Zur einfacheren Notation der komplexen Zahlen.
Vereinfachung der Notationen:

e Fiir a € R schreiben wir a statt (a,0);

e Die komplexe Einheit (0, 1) notieren wir mit i;

e Damit lasst sich jede komplexe Zahl (a, b) schreiben als
(a,b) =(a,0)+ (b,0)-(0,1) =a+b-1=a-+ib.

und es gilt
i2=1-1=(0,1)-(0,1) = (—1,0) = —1.

Fazit: Wir haben mit C einen Korper konstruiert, der R umfasst. Die Gleichung
X2 +1=0

ist in C losbar. Die einzigen beiden Losungen lauten +i.
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M KapiTEL 1: KOMPLEXE ZAHLEN TUHH
Realteil und Imaginarteil.
Ab sofort bezeichnen wir komplexe Zahlen mit z oder w. Fiir
z=x+1yeC firx,y e R
heift x der Realteil und y der Imagindrteil von z, kurz
x = Re(z) und y = Im(z)
Es gelten die folgenden Rechenregeln
Re(z+w) = Re(z)+ Re(w) fir z,w e C
Im(z+w) = Im(z)+ Im(w) fir z,w € C
Re(az) = aRe(z) firze C,aeR
Im(az) = alm(z) firzeC,aeR
und weiterhin 1 ) oy
Z:m—lm fiir z #£ 0.
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UH
KAPITEL 1: KOMPLEXE ZAHLEN TUHH

Die komplexe Zahlenebene.

Geometrische Veranschaulichung: Wir stellen z = (x,y) € C als Punkt in der
komplexen Zahlenebene (GauBsche Zahlenebene)

dar, gegeben durch das kartesische Koordinatensystem des R?, mit einer
reellen Achse, R, und einer imagindren Achse, i-R.

Geometrische Veranschaulichung der Addition:
Durch iibliche Addition der Ortsvektoren nach der Parallelogrammregel.
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Addition zweier komplexer Zahlen.
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UH
KAPITEL 1: KOMPLEXE ZAHLEN

Konjugation komplexer Zahlen.

Ordne durch Spiegelung an reeller Achse jeder komplexen Zahl z = x 4+ iy mit
z=x—1yeClC

konjugierte komplexe Zahl zu.

Es gelten die folgenden Rechenregeln.

w+z = w+z firw,z € C

wWZ = W-Z firw,z € C

z) = z firz e C

7z = x*+y? firz=x+1iy e C
Re(z) = (z+2z)/2 firz e C
Im(z) = (z—2z)/(21) firz e C

Insbesondere gilt z =z genau dann, wenn z € R.
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KAPITEL 1: KOMPLEXE ZAHLEN

Die Betragsfunktion.

Setze

z| = Vzz = /x2 + y?2 firz=x+1y € C

fiir den Betrag von z sowie |w — z| fiir den Abstand zweier Zahlen w,z € C in
der komplexen Zahlenebene.

e Somit stellt |z| = |z — 0| den euklidischen Abstand von z zum Ursprung dar.
e Fiir z € R stimmt |z| mit dem (iiblichen) Betrag fiir reelle Zahlen {iberein.

e Es gelten die folgenden Abschatzungen.

—|z| < Re(z) < |z und — Izl < Im(z) < |z| fur z € C.

Satz: Die Betragsfunktion liefert eine Norm auf C, denn es gelten die Relationen

e |z| > O fiir alle z € C und |z| = 0 genau dann, wenn z = 0;

o W+ z| < |w|+ |z fiir alle w,z € C (Dreiecksungleichung);

o |wz| = |w|-|z| fiir alle w,z € C.
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UH
KAPITEL 1: KOMPLEXE ZAHLEN TUHH

Die Eulersche Formel.

In der komplexen Zahlenebene gilt fiir
z=x+1y
mit den Polarkoordinaten
(x,y) = lzl(cos(¢),sin(¢))
die Eulersche Formel
z = |z] exp(i@) = |z|(cos(@) + isin(¢)),

wobei @ € (—m, 7] fiir z # 0 den (eindeutigen) Winkel zwischen der positiven
reellen Achse und dem Strahl von O durch z = (x,y) darstellt.

Der Winkel ¢ € (—, 7t] wird ebenso als Argument von z # 0 bezeichnet, kurz

¢ = arg(z) € (—m, .

Beispiel: i = (0,1) = exp(int/2), —1 = i? = exp(im), somit gilt |[e'" +1 =0
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KAPITEL 1: KOMPLEXE ZAHLEN

Zur Geometrie der Multiplikation und Division.

Mit der Verwendung von Polarkoordinaten lasst sich die Multiplikation zweier
komplexer Zahlen w,z € C als Drehstreckung in der komplexen Zahlenebene
interpretieren, denn fiir

= [wl(cos(1), sin(1p)) und z = |z[(cos(¢),sin(¢))
gilt
wz = [w|-|z[(cos(P) + isin(1p))(cos(@) + isin(¢))
Wl -zl (cos(b + @) + isin(Pp + @) = W[ - [z]exp(i(b + @)

bzw. mit der Eulerschen Formel
wz = [w| - |z|exp(i) - exp(i@) = [w| - |z]exp(i(P + @)).

Fiir die Division zweier komplexer Zahlen w,z € C mit z # 0 gilt analog

ww W

== eelifh —e) =

z |z

—(cos(p — @) +isin(P — @)).
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KAPITEL 1: KOMPLEXE ZAHLEN TUHH

Potenzen und Einheitswurzeln.

Fiir die n-te Potenz z™, n € N, von z € C gilt die Darstellung
2™ = (|zlexp(i@))" = |z|" exp(in@) = |z]™ (cos(n@) + isin(ne)).
Die Gleichung

zZ" =1

besitzt die n paarweise verschiedenen Losungen

21k
zk:exp<i%> firk=0,...,n—1.

Diese Losungen werden als n-te Einheitswurzeln bezeichnet.
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