Komplexe Funktionen

Sommer 2018

Laplace-Transformation



Erinnerung

Definiti (Fourier-Transf
Falls das Integral

fir alle w < B existierl, so isl die Funklion g die Fourier-Translormierle von [

Satz: (Existenz der Fourier-Umkehrformel)

Die Funktion [ : ® — ? sei auf jedem endlichen reellen Intervall stiickwelse stetig.
Weiterhin besitze f in jedem Punkt einc linksscitige und rechesseitige Ableitung und
es existiers das Integral

Wil [ 15t

Dann gilt die Feurcr-Umkehrformel

fit) =

Ausgangspunkt: Die (kontinuierliche) Fourier-Transformation

Flfi(w) = flw) : } flrle " dr.

® F nt ein linearer Integraloperator baw. I graltra
FlIf + gllw) Fifllw) + Flgllw)
Flafllw) = aFifl{w fir x € R wult
o Filr die Konjugation T von f gilt ; el = X sk

Flfi{w) = Flf(~t)l[w).

o Fir die Streckung f(c-), ¢ > 0, von f gilt

L
Flf(et){w) = ~Flfl(w/c)
c

* Verschiebungssiitze: Fiir a ¢ R gilt
Flf(t—alllw e "Wer(w

Flet*tft)(w Fifllw —a)

o Faltungssitze: Fiir f,g ¢ Ly(R) it die Faltung f + g zwischen f und g
definiert durch
(f=q)(t) 7] f(t — 1)g(7) dr.
=
Es gelten die Faltungssatze
Fif e gllw Fifllw) - Flgllw)
1
Fif - dllw 5= (F1 + Flgl)w)
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Definition: (Fourier-Transformierte)
Falls das Integral

o@)= [ s dr

fur alle w € R existiert, so ist die Funktion g die Fourier-Transformierte von f.

Satz: (Existenz der Fourier-Umkehrformel)
Die Funktion f : R — R sei auf jedem endlichen reellen Intervall stiickweise stetig.

Weiterhin besitze f in jedem Punkt eine linksseitige und rechtsseitige Ableitung und
es existiere das Integral

o0

1)l @) = / F(1)] dt.

— 00

Dann gilt die Fourier-Umkehrformel

f(t) = % /_Oo /_oo f(T)eiw(t_w) drdw.



Ausgangspunkt: Die (kontinuierliche) Fourier-Transformation

Flifl(w) = flw) == JOO f(t)e **T dr.

— 00

e F ist ein linearer Integraloperator bzw. Integraltransformation, d.h.

Flf+gl(w) = Flfllw)+ Flgl(w)
Flafl(w) = oF[fl(w) fircx e R

e Fiir die Konjugation f von f gilt

Flfl(w) = Flf(—t)](w).

e Fiir die Streckung f(c-), ¢ > 0, von f gilt

Flflet) ) = 1 Flifllcy/e).



Flif+gllw) = Flfl(w)+ Flgl(w)
Flafl(w) = oFI[fl(w) firx € R

e Fiir die Konjugation f von f gilt

Flfl(w) = FIf(—t)](w).

e Fiir die Streckung f(c-), ¢ > 0, von f gilt

Flf(ct))(w) = %F[ﬂ(w/C)-

e Verschiebungssatze: Fiir a € R gilt

Flft—a)l(w) = e "Y*Ffl(w)
Fle' ' (1) (w)

|
W
=
S

|
o)

e Faltungssatze: Fiir f,g € L (RR) ist die Faltung f % g zwischen f und g
definiert durch

(fxallt) = [ f(t —tlalT) dr.
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e Verschiebungssatze: Fir a € R gilt

Flft—a)l(w) = e "“*Ffl(w)
Fle' ' "ft)(w) = Ffl(w—a)

e Faltungssatze: Fiir f,g € [;(R) ist die Faltung f % g zwischen f und g
definiert durch

w*muraﬁ £(t — 1)g(7) dr.

Es gelten die Faltungssatze

Flf % g](w) Flfl(w) - Flgl(w)
1
ﬂ(}—[ﬂ x Flgl)(w)

Flf - gl(w)



Satz: (Differentiation der Fourier-Transformation)
Ist f eine stiickweise C''-Funktion mit (hochstens) endlich vielen Unstetigkeitsstellen
t1,...,tm und sind f und f’ absolut integrierbar, d.h.

||f||L1<R)=/_ [f(t) dt < oo und Hf’||L1<R>=/_ f'(t) dt < oo
so gilt
FIF @) = wFflw) = 3 (£ — () et

k=1



Anwendung:
Losung von gew. DGL

Ziel: Bestimme die Losung der (gewohnlichen) Differentialgleichung
y"(t) + ay'(t) + by(t) = (t).
Annahmen: (Wachstumsbedingungen)

lim »(t)=0 und lim %'(#)=0
|t]—oc ¢

|t]—=oc

Fourier-Transformation: Mit der Regel fiir die Ableitung gilt
(—w? + iwa + )Y (w) = C(w),

wobei

Y =F[y] und C=Fl.

Erhalte: 1
Cw).

Y= C
w) —w? +iwa+b

Riicktransformation: Mit Faltungssatz erhalte

y(t) = L/‘” /°° Leiw(t”) drdw. o
: 27 ) o oo —w2 +iwa+b
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Ziel: Bestimme die Losung der (gewohnlichen) Differentialgleichung

Y (t) + ay'(t) + by(t) = c(t).
Annahmen: (Wachstumsbedingungen)

lim y(t) =0 und lim %'(¢) =0

|t|— o0 |t| =00

Fourier-Transformation: Mit der Regel fur die Ableitung gilt
(—w? 4+ iwa + b)Y (w) = C(w),

wobei

Y =Fly] und C = Flc.

Erhalte:




lim y(t) =0 und lim 3'(¢) =0

|t| =00 |t| =00

Fourier-Transformation: Mit der Regel fur die Ableitung gilt
(—w? +iwa + b)Y (w) = C(w),

wobei
Y =Fly] und C = F|.

Erhalte:
1

Y —
() —w? +iwa+b

C(w).

Rucktransformation: Mit Faltungssatz erhalte

L c(7) iw(t—)
o) =5 [ e e




Anwendung:
Potentialgleichung

Ausgangspunkt: Betrachte das Potentialproblem auf der Halbebene.

Uy +Uyy = 0 firxeRy>0

u(x,0) = uplx).
Fourier-Transformation bez. der Ortsvariablen x ergibt
Uyy(w,y) = —(iw)*U(w,y) = w?U(w,y)

und somit
U(w,y) = Cre/®V 4 Cre @l

Da die Losung fiir [y| — oo verschwindet, gilt C; = 0 und somit

U(w,y) = Up(y)e 'y,

Es gilt 7! [e7!®v] = ;L 24 und weiterhin mit dem Faltungssatz

Ty +x4

L y
www =] (@
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Ausgangspunkt: Betrachte das Potentialproblem auf der Halbebene.

Uyx tUyy = 0 firxeR,y>0

u(x,0) = up(x).
Fourier-Transformation bez. der Ortsvariablen x ergibt
Uyy(w,y) = —(iw)*U(w,y) = w’U(w,y)

und somit
U(w,y) = Cre!®V 4 Cre @l

Da die Losung fiir |[y| — oo verschwindet, gilt C; = 0 und somit

U(w,y) = Uop(yle MW,

Es gilt 7! [e”!@lV] = z]nyzzfxz und weiterhin mit dem Faltungssatz



Uy T Uyy = 0 firxeRy=>0

u(x,O) — W (X)
Fourier-Transformation bez. der Ortsvariablen x ergibt
uyy(w>y) — —(uu)ZU(w,y) — wZU(w,y)

und somit
U(w,y) = Cre/®V 4 Cre vl

Da die Losung fiir [y| — oo verschwindet, gilt C; = 0 und somit

U(w,y) = Up(y)e .

Es gilt 71 [e-lwlv] = L _24 _ ;nd weiterhin mit dem Faltungssatz
g g

T 2my?4x?
‘I o0
u(x,y) = - J_OO 7 (‘i_ E)zuo(é) dé.



Theorem von
Shannon

Theorem: (Abtasttheorem von Shannon)
Voraussetzungen:

e Sei f(1) ein fiir { = 0 definiertes Signal (bei £ = 0 einsetzend).
e [werdedurch f{—1) = f(t) auf ganz [Z zu einer geraden Funktion fortgesetzt.
o | erfiille die Voraussetzungen fiir den Satz tiber die Fourier-Umkehrformel:

— Stiickweise Stetigkeit auf endlich vielen Intervallen,
— Rechtsseitige und linksseitige Ableitung existiert,
- ”f([')"l,;([:(;. < 00,
e Das Spektrum von [ sei beschrankt, d.h. fiir ein wy > 0 gilt: F[[I{(w) = 0
fiir |w| = wo.
Dann gilt: Tastet man f zu den Zeitpunkten

tk:‘m, ke€Z,

“o

ab, so kann f aus diesen Informationen fiir alle ¢ exakt rekonstruiert werden.
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Theorem: (Abtasttheorem von Shannon)
Voraussetzungen:

e Sei f(t) ein fir ¢t > 0 definiertes Signal (bei ¢t = 0 einsetzend).
e f werdedurch f(—t) = f(t) auf ganz R zu einer geraden Funktion fortgesetzt.
e f erfiille die Voraussetzungen fir den Satz iiber die Fourier-Umkehrformel:

— Stickweise Stetigkeit auf endlich vielen Intervallen,

— Rechtsseitige und linksseitige Ableitung existiert,
— [F Ol Lo®) < oo

e Das Spektrum von f sei beschrankt, d.h. fiir ein wg > 0 gilt: F[f](w) = 0
fir |w| > wo.

Dann gilt: Tastet man f zu den Zeitpunkten

tktzk_ﬂ-’ kEZ,
wo

ab, so kann f aus diesen Informationen fur alle ¢ exakt rekonstruiert werden.

Beweis: Unter den Voraussetzungen fiir die Fourier-Umkehrformel gilt
ey T [ o
flt) = 5= flw)e'" dw
2 | .

Setze f{wi zu einer 2wp-periodischen Funktion fort, mit



Beweis: Unter den Voraussetzungen fiir die Fourier-Umkehrformel gilt

—h

1 A iwt
f(t) = EJ (w)e'™ " dw

Setze f(w) zu einer 2wq-periodischen Funktion fort, mit
flw £ 2wo) = flw).

Dann besitzt die Fourier-Reihe

o0
flw) = Z creFwo

k=—oc0
die Fourier-Koeffizienten
] @wo A\ 1) T
Cx = —J flw)e @ dw
Zwo —wo

Die Fourier-Koeffizienten kann man mit der Fourier-Umkehrformel schreiben als

o= (_ki) _ Ty (ki) = f(t)

Wo Wo Wo Wo Wo

A



vann DESITZT ale rourier-meine

flw)= > cre wo
k=—00
die Fourier-Koeffizienten
1 @o ik
Ck:—J flw)e ™ @0 quw
Zwo —wo

Die Fourier-Koeffizienten kann man mit der Fourier-Umkehrformel schreiben als
o= g (_kl) _ T (kl) LI

Wwo wo Wo wo Wo

Setzt man die Darstellung von f in die Umkehrformel ein, so bekommt man

w o o0
f(t) = _J Z Ckeiw(t-l—kﬂ/wo)dw

= — 2 i .
7 Z wOCkwot+k7TSIn(w0t+kﬂ)



I A

Cx = —J flw)e @0 dw
Zwo —wo

Die Fourier-Koeffizienten kann man mit der Fourier-Umkehrformel schreiben als
o= g <_k1> _ T (k1> _ ™ )

Wo Wo Wo

Setzt man die Darstellung von fin die Umkehrformel ein, so bekommt man

w o oo
f(t) — _J Z Ckeiw(t+k7t/wo) dw

w=w o

o 1 — 1 iw(t+kt/wyp)
T In _Zoocki(t+k7t/wo) e Jmoe




Laplace-
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Definition: Falls fiir  das uneigentiiche Integral

Lif)(s) | fivle *“dv = dls

existiert, 0 bezeichnet man & als

Falls fiir ¢ das uneigentiiche Integral

1 [eri

' (@(s))] (1) = 5 [ dlsle’ ds
<M Jo—tae

existiert, 50 bezeichnet man £ '($) aks inverse Laplace-Transfornatiol

von . Der Integraloperator £~ wird entsprechend als inverse

Lap T tion bezeichnet.

Somit gilt (unter geeigneten Voraussetzungen)

&ls) = [LIN)(s) und  f(t) =7 ()IL).
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Problemstellung:

e Betrachte: Die Heaviside-Funktion

() = 0 falls ¢ <0
=Y 1 fallst>0

e Beobachte: u(t) besitzt keine Fourier-Transformation

e Begrundung: Das folgende unbestimmte Integral existiert fur w # 0 nicht:

Flul(w) = /000 e~ Wt dt = i (1 — lim (cos(wt) — isin(wt))) :

1w t— o0

o Oder: u ¢ L1(R).

Frage: Gibt es eine alternative Integralformel?



Idee: Konvergenzerzeugender Faktor

e Voraussetzung: ab jetzt sei f(¢) = 0 fiir ¢ < 0, so dass formal
o)1= FINIW) = [ fmer

e Damit: Um Konvergenz zu erzwingen, verwende e~ (a > 0) und betrachte
das uneigentliche Integral

Gw) = /:0 F(T)e ™7 dr, mit F(r) =e * f(1).

Also ist

G(w) = /000 f(r)e= @t gr,

Bemerkung: Unter geeigneten Voraussetzungen and f gelten die Fourier-Umkehrformeln

1 vinfty _
F(t) = — G(w)e™! dw

1 vinfty



Konstruktion der Laplace-Transformation.
Ausgangspunkt: Mit der Umkehrformel

f(t) = ]—J G(w)elariwlt g = ]—J J f(t)e (atiwiTelaticw)t g qu
21t 27 0

und der Substitution s = a + iw € C erhalt man mit dem Symbol

L(f)](s) := G (S - “) = G(w)

1

— 00 — 00

die Laplace-Transformation

£(F))(s) = joo f(t)e=" dt = ¢ (s)

0
sowie die Laplace-Umkehrformel

f(t) = - j T o(s)est ds = [£71((s))] (1),

27“ a—1ioco



Definition: Falls fiir f das uneigentliche Integral

o0

£(f)](s) = j f(D)e T dr = d(s)

0

existiert, so bezeichnet man ¢ als Laplace-Transformation von f.

Falls fiir ¢ das uneigentliche Integral

1 1 a-+1ioo »
L7 (d(s))] (1) d(s)est ds

27“ a—1io0o

existiert, so bezeichnet man L' () als inverse Laplace-Transformation
von ¢. Der Integraloperator L~ wird entsprechend als inverse
Laplace-Transformation bezeichnet.

Somit gilt (unter geeigneten Voraussetzungen)

d(s) = [L(F)](s) und  f(t) = (L7 (P)(1).



Satz: Sei f auf (0,00) lokal integrierbar, und es gelte
f(t)] < Me* fiir alle t > 0

mit geeigneten Konstanten M und vy, so existiert die Laplace- Transformation

d(s) = Joo f(t)e *Tdt

0
fur alle s € C mit Re(s) > .

Das Infimum aller y mit obiger Abschatzung heiBt Konvergenzabzisse von f.



Beispiel Fiir die Heaviside-Funktion

/

0 firt <O

1 furt >0

\
gilt

~ =00 |
Lluis) = dls) = | e Tar=— [T =

fiir Re(s) > 0. In diesem Fall ist yo = 0 die Konvergenzabzisse.



Laplace-Transformation von Ableitungen.

Erfiillt f’ fiir f € C' die Voraussetzungen des vorigen Satzes zur Existenz der
Laplace-Transformation, so bekommt man fiir die Laplace-Transformation

L(f)] (s) = J:o f'(t)e *Tdr

mit partieller Integration

[L(f)] (s) = [f(r)e "] 3 +s J;) f(t)e *T d,

so dass mit (der angegebenen Voraussetzung) lim;_, f(Tt)e 5T =0 gilt

[L(f)] (s) = s - [L(f)](s) — (0).

Fiir hohere Ableitungen von f gilt unter entsprechenden Voraussetzungen

n—1
L)) (5) = s [L(0)(s) = Y s (o).
k=0



Erster Verschiebungssatz: Es gilt der erste Verschiebungssatz

Le < (1))] (s) = Joo F(r)e KT dr = [L(F(1)](s + K)
0

fir Re(s) > max(vo, Yo — k). Mit der Riicktransformation erhdlt man

(L7 (d(s)] (1) = e L (d(s —k))(t),

Zweiter Verschiebungssatz: Es gilt der zweite Verschiebungssatz

[L(f(t—X))](s) = e ¥ [L(f(1)](s).



Satz: Fiir die Faltung (Konvolution)

t

(f % g)(t) = JO f(1)g(t — 1) dr

zweier Funktionen f und g gilt (unter den vorigen Vooraussetzungen) die Formel

L(f*g) = L(f)- L(g)
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Funktionen

3

[Definition: (Komplexe Funktion)
Eine komplexe Funktion ist eine Funktion, deren Definitions- und Wertebereich
jeweils Mengen der Komplexen Ebene sind:

f:A—-B, A BcCC.

- lineare Funktionen

- quadratische Funktionen
- Exponentialfunktion

- Umkehrfunktion



Spezielle Funktionen

Definition: (Joukowski-Funktion)
Die Joukowski-Funktion ist definiert durch

- Logarithmus
- Potenz
- Trigonometrische Funktionen



Transformationen

Stereographische Projektion Mobius-Transformation

Definition: (Mo6bius Transformation)
ine rationale Abbildung der For

2= P(X)=22T022 o 0r fiir X = (X, Xo, X3)T €S2
<13




Differenzierbarkeit

Definition: (Differential)
Das Differential der Funktion f = u + iv im Punkt zo = z¢ + iyo

ist definiert als die (in dx und dy) lineare Funktion

df = du + idv.

Bemerkung: Die Funktion f = u+iv ist genau dann in z, komplex differenzierbar,
wenn u und v die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

Uy =vy, und u, = —v;

erfiillen.

Definition: Eine komplexe Funktion f(z), z € D(f), heift analytisch
(bzw. holomorph), falls die beiden folgenden Bedingungen erfiillt sind.

e D(f) ist ein Gebiet;

e f ist in jedem Punkt z € D(f) komplex differenzierbar.




Konforme Transformationen

Ziel: Losung von Potentialproblemen!

Definition: (konforme Transformation)
Mit obigen Voraussetzungen gibt es eine Abbildung

U=3(f):G' >R

Oder: V(z,y) : (z,vy VU(z,y W1 f 0)) fur u G’
Die so definierte Abbildung ¥ heiBt konforme Transformation von ®
mit der Abbildung f.

Hilfsmittel: Transformationssatze

e Idee: Verwende konforme Transformationen

Gegeben: Potentialproblem in der 2-Ebene
(physik he Ebene/physika 1e Koor iten

e Transformation: Transformiere das Problem konform in die w-Ebene
(M

Vereinfachung: Lose das Problem (leicht) in der Modellebene

Losung: Riicktransformation in die z-Ebene liefert Losung
(physikalische Ebene)



Integration

efinition: (Komplexes Kurvenintegral)
alls fiir jede Zerlegungsfolge zo, ..., z, fir I' mit

max |Azg| =0 firn— oo
0<k<n

nd jede Wahl von Zwischenpunkten ¢, € I'| ., ., ) der Grenzwert der Partialsum-
en existiert und jeweils den selben Wert ergibt, so wird der Grenzwert

n—1

Jim $n = Jim 3 (a5 = /r £(z) dz

Is Integral der Funktion f langs der Kurve I' bezeichnet.
an spricht vom komplexen Kurvenintegral des Integranden f auf dem Integra-

I

- Berechnung
- Rechenregeln

Satz: (Cauchyscher Integralsatz)
Sei f: D — W auf dem einfach zusammenhangenden Gebiet G C D analytisch.
Dann gilt fir jede geschlossene Kurve I' C G

/rf(Z) dz=0.



Stammfunktion und Eigensch

aften

Dann ist die Funktion

fur z € GG analytisch und es gilt

[Satz: (Hauptsatz der komplexen Integralrechnung)
Sei f analytisch in einem einfach zusammenhangenden Gebiet GG und sei zp € G.

Fu() = [ T10) de

I =f auf G.

- Erweiterung auf mehrfach zusammenhangende Gebiete
- Cauchysche Integralformel

- Cauchysche Integralformel flr Ableitungen



Taylor/Laurent-Relhe

Satz: (Taylor-Reihe)
Sei f analytisch in G und sei a € G. Dann konvergiert die Taylor-Reihe

% £(n)
1= @ g

n=0

gegen f(z) fiir alle z innerhalb des groBten Kreises um a, dessen inneres ganz in G
enthalten ist (z € B.(a) C G).

[atz: (Laurent-Reihenentwicklung)
Sei f analytisch im Kreisring R = R}2(a) und sei

1 f(2) L
Cp = 27ri/1“ (z =yt dz firn=0,%1,£2,...

wobei I' C R eine beliebige Kurve ist, die B,, (a) einmal im positiven Sinne umlauft.
IDann gilt die Darstellung




Singularitaten

Definition: (isolierte Singularitat)
Sei eine analytische Funktion f definiert in einem Kreisring

B.(a)\{a} ={z€C: 0< |z—al| <},

wobei 7 > 0 und a € C. Dann heiBt a isolierte Singularitat.

- Satz von Riemann (hebbare Singularitat)
- Satz von Casorati-Welerstrass (wesentliche Singularitat)
- Laurent-Reihe und Singularitaten



Residuum

Definition: (Residuum) Die Funktion f besitze in a eine isolierte Singularitat. Sei
dann die Laurent-Reihe von f in der Umgebung von a

o

f(z)= Z en(z—a)", fir0<|z—al<r.

n=-—oo

Der Koeffizient ¢y € C heiBt Residuum von f in a:

Resf(a) bzw. Resf(2)|.=q-

- Vereinfachung der Integration
- Zusammenhang mit Singularitaten



Fourier- und Laplace-Transformation

efinition: (Fourier- Iranstormierte)
Falls das Integral

s = [ Z f(r)e e dr

flir alle w € R existiert, so ist die Funktion g die Fourier-Transformierte von f

Definition: Falls fiir f das uneigentliche Integral

£(F))(s) = JO f()e "% dr = b(s)

existiert, so bezeichnet man ¢ als Laplace-Transformation von f.

- Losung (partieller) Differentialgleichungen



Theorem von
Shannon

Anwendung:
Potentialgleichung

Laplace-
Transformation

Anwendung:
Lésung von gew. DGL

~/
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Zusammenfassung
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