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Fourier-Transformation
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Erinnerung

Vorbemerkungen: {Ausgangspunkt)

® Die Fourier-Rethenentwicklung einer T-periodischen stiickweise stetig differen-
zierbaren Funktion fp: B+ K

o
St — 2: et

k=-20

® Dabeiist w — %7 eine (Grund-) Frequenz.

® Die Fourier-Koeffizienten ~; (& — 0, 41,42, .. ) sind gegeben:

1" ;
e — T/,;. STl dr

1 1%
L (et g
= 7 f_% friv)e I

Vorbemerkungen: (Begriffe)
e fy kann als zeitkontinuierliches T-periodisches Signal interpretiert werden.
e Dann ist der Fourier-Koeffizient ;. ein Verstarkungsfaktor
o Der Term ¢~ ist die Grundschwingung zur
e Frequenz wy = kw — ki—r
o Also kénnen = als Amplituden der beteiligten Schwingungen gesehen werden.

® Wir nennen die diskrete Menge (Folge) der Fourier-Koeffizienten {7 }i.cz das
Spektrum von fr. » » .

o |st das Spektrum endlich, so sind die Frequenzen der beteiligten Schwingungen
beschrinkt (und umgekehrt).

Vorbemerkungen: (Alternative Darstellung)
Schreibt man w als .

W= 1‘: = w1 — Wi = Aw,
So ergibt sich die alternative Darstellung

AP T =
frity=) "‘fr'/T(‘ )
i

&




Vorbemerkungen: (Ausgangspunkt)

e Die Fourier-Reihenentwicklung einer T-periodischen stuckweise stetig differen-
zierbaren Funktion fr: R — R

00
§ : ,ykeik:wt

k=—o0

e Dabei ist w = 2% eine (Grund-) Frequenz.

e Die Fourier-Koeffizienten v, (kK = 0,+1,+2,...) sind gegeben:
Ve = / fT —zkurr dr

—ikwT
= — d
T r fT( )e T



Vorbemerkungen: (Begriffe)

fr kann als zeitkontinuierliches T-periodisches Signal interpretiert werden.
Dann ist der Fourier-Koeffizient v ein Verstarkungsfaktor

Der Term e~ **“T st die Grundschwingung zur

Frequenz wg = kw = k%ﬁ

Also konnen 7, als Amplituden der beteiligten Schwingungen gesehen werden.

Wir nennen die diskrete Menge (Folge) der Fourier-Koeffizienten {~x } kez das
Spektrum von fr. '

Ist das Spektrum endlich, so sind die Frequenzen der beteiligten Schwingungen
beschrankt (und umgekehrt).

Vorbemerkungen: (Alternative Darstellung)
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beschrankt (und umgekehrt).

Vorbemerkungen: (Alternative Darstellung)

Schreibt man w als
27T
W = T = Wg+1 — W = Aw,

So ergibt sich die alternative Darstellung

Z o= / fr(r)e =) dr . Aw.
-

k=—o00



Fragen

Besitzt ein nicht-periodisches Signal fi(t) -
eine entsprechende Fourier-Darstellung?

Anschlussfragen:
e Wie sieht die Fourier-Darstellung aus? Wieder eine Reihe?
e Falls ja, unter welchen Voraussetzungen existiert diese Darstellung? +

e Wie sieht dann das Spektrum aus? o



Besitzt ein nicht-periodisches Signal fi(t) -
eine entsprechende Fourier-Darstellung?

Anschlussfragen:
e Wie sieht die Fourier-Darstellung aus? Wieder eine Reihe?

e Falls ja, unter welchen Voraussetzungen existiert diese Darstellung? *

e Wie sieht dann das Spektrum aus? o

.




. .
- -
» .
Definition: (Fourier-Transformierte) '
Falls das Integral
oc
glw) = / f(r)e ™ dr
. voee '
- - - .. . - .- ) - - . - - - . - - -
fur alle w € R existiert, so ist die Funktion g die Fourier-Transformierte von f.
. »
’ _
» Satz: (Existenz der Fourier-Umkehrformel) »
Vermutung: (Fouricr-Umkerhfermel) Die Funktion f : K — I£ sei auf jedem endlichen reellen Intervall stiickwieise stetig.
Mit T — ¢ gilt die Fourier Umkehrformel: \Weiterhin besitze f in jedem Punkt eine linksszitige und rechesseitige Ableitung unc
es existiere das Integra
O st
Jit)— - [ glw)e™™ duw . " e
s 27 f @) FR ey = / . Firl dt .
vzy : Dann gilt die Fourier-Umkehrfarmel
[ i 1 e e .
o fiy = ’_'r/ j 1= = g,
» »
. bt it b b Fo e e e .
’ .
- . g » - » - - - . » - . 4 - - -




urier-1ransrtormiel

Definition: (Fourier-Transformierte)

Falls das Integral
/ JL‘ —’l,(.(.)’T dT
»

- -
fur alle w € ]R eX|st|ert SO ist dle Funktion g die Fourler—Transformlerte von f.

’ Satz: (Existenz der Fourier-Umkehrformel)
irier-Umkerhformel) Die Funktion f : R — R sei auf jedem endlichen reellen



Vermutung: (Fourier-Umkerhformel)

Mit T' — oo gilt die Fourier-Umkehrformel:

F(t) = o / g(w)e™t du

— OO



Satz: (Existenz der Fourier-Umkehrformel)

Die Funktion f : R — R sei auf jedem endlichen reellen Intervall stickweise stetig.
Weiterhin besitze f in jedem Punkt eine linksseitige und rechtsseitige Ableitung und
es existiere das Integral

0

£ Ol = / ()] dt.

— 00

Dann gilt die Fourier-Umkehrformel

f(t) = % /_Z /_o; F(m)e =) drdw.

tzung Existenz der Fourier-Umkehrformel)



Satz: (Fortsetzung Existenz der Fourier-Umkehrformel)
Falls f bei tyg € R unstetig ist, so liefert das Doppelintegral der Fourier-Umkehrformel

f)= 5 f_ o; /_ O; F()e ) drdw

furt = tg den Mittelwert des links- und rechtsseitigen Grenzwertes von f fur ¢t — ¢g:

% (lim f(t) + lim f(t)) = % /_ . /_ N f(r)e o) drdw.

t Mto t\to



Diskrete/Kontinuierliche
Fourier-Transformation

Diskrete Fourier-Transformation: Es gilt die Fourier-Reihendarstellung

. ikwt . 2n
fr(t) = Z Yxe mnthT

k=—00
mit diskreten Fourier-Koeffizienten

T/2
Yx = vi(f) = —J fr(t)e T dt fir k =0,+1,+2,...
T) 12

Kontinuierliche Fourier-Transformation: Es gilt die Fourier-Umkehrformel
1

T In

mit der kontinuierlichen Fourier-Transformation

f(t) rc g(w)e'*t dw.

o0

g(w) :J f(t)e “Tdt

) ~ (2




ourier-Transformatio

Diskrete Fourier-Transformation: Es gilt die Fourier-Reihendarstellung

27

fr(t) = Z yietket mit w = T

k=—o00

mit diskreten Fourier-Koeffizienten

1 (12 |
Yk = Yi(f) = —J fr(t)e T dr fir k =0,+1,£2,...
T ) 12

Kontinuierliche Fourier-Transformation: Es gilt die Fourier-Umkehrformel
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Kontinuierliche Fourier-Transformation: Es gilt die Fourier-Umkehrformel

f(t) = ;—NJ g(w)e'*t dw.

— 00

mit der kontinuierlichen Fourier-Transformation

glw) = Joo f(t)e "7 dr

- 0



Beispiele

Beispiel 2
Berechne die entsprechende Fourier-Umkehrung von

flw) = 2asinc[wa)

e dw

1 r‘ 2sinlwa)

w

sin[wa) cos|wt)
sinlwajcoslwt) ,

w

dew

1 I"’ sinfwla+ t)} +sinflwla ~t))
w

Verwende den Residuensatz, um Integrale der Form

“ sinlat
| =
=

2u berschnen, Zege dann die Fourer-Umiehdonme 5 170U = (L.

- Beispiel 3

. . . o
Berechne fir a = 0 die Fourier-Transformation f von

e ! fir t > 0; h,
fit) = \
- 0 fiir t < 0. \
- » - . - -
Flfliw) = fltle™ " dt =
e Mo .
. ] e la|tw)t
a-+iw
-

Beispiel 4
Berechne fiir a > 0 die Fourier-Transformation f von

- f(t) =e Y,

Holwl = e e M= e ""“.‘.l—[ elorion gy
. . Ja
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Beispiel 2
Berechne die entsprechende Fourier-Umkehrung von

flw) = 2asinc(wa)

1 (% 2si .
_J sin(wa) IOt gy
27 W

— 00

dw

Tt

— 00

1 [ sin(wa) cos(wt)
|

] JOO sin(w(a+t))+sin(w(a—t))dw

2n w

— 00

Verwende den Residuensatz, um Integrale der Form

J‘io sin(toct)

dt

zu berechnen. Zeige dann die Fourier-Umkehrformel F ! [ﬂ(t) = f(t).

Beispiel 3
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zu berechnen. Zeige dann die Fourier-Umkehrformel F~'[f](t) = f(t).
Beispiel 3

Berechne fiir a > 0 die Fourier-Transformation f von

e at firt > 0;
0 fur t < 0.

Beispiel 4



Beispiel 4
Berechne fiir a > 0 die Fourier-Transformation f von

f(t) =e ..

o0

00 0
Fifl(w) = J e~ dltlgmiwt g — J ela—twlt gt 4 J elatiwt 4¢
—00 0

1 ] 2a
o " w0 a2 2"
a— 1w a -+ 1w a“ + w

[ 1 2 3 4



Trigonometrische
Darstellung

»

Zerlegt man die Fourier-Transformation der reellen Funktion f: R — R in
Realteil und (verschwindenden!) Imaginarteil, so folgt mit

oo (o]
J J f(t)sinflw(t — 1)) dtdw =0
die trigonometrische Darstellung

f(t) = Lro Joo f(7) cos[w(t — 1) dTrdw
27

—00 J—00

Falls f eine gerade Funktion ist, so gilt die Darstellung

f(t) = % Eo J:o (1) cos(wt) cos(wT) dt dw.

Falls f eine ungerade Funktion ist, so gilt die Darstellung

f(t):—J J f(7)sin(wt)sin(wT) dt dw.
o Jo



parsteliung

»

Zerlegt man die Fourier-Transformation der reellen Funktion f: R — R in
Realteil und (verschwindenden!) Imaginarteil, so folgt mit

Joo Joo f(t)sinflw(t —T1)]dtdw =0

— 00 J—00

die trigonometrische Darstellung

f(t) = ;—ﬂ Joo Joo f(t) coslw(t — 1) dtdw



Falls f eine gerade Funktion ist, so gilt die Darstellung

f(t) = z J:O J:O f(T) cos(wt) cos(wT) dt dw.

Falls f eine ungerade Funktion ist, so gilt die Darstellung

f(t) = z JOO J:O f(t) sin(wt) sin(wT) dt dw.



Rechenregeln

Ausgangspunkt: Die (kontinuierliche) Fourier-Transformation
f[f](w] = f\(w] ::J f[T]C iwT dr.

—o0

e F ist ein linearer Integraloperator bzw. Integraltransformation, d.h.

Fif+gllw) Flifl(w) + Flgl(w)
. Flafl(w) = oF[fl(w) firaeR

o Fiir die Konjugation f von f gilt

Flfl(w) = FIF(—t))(w).

o Fir die Streckung f(c-}, ¢ > 0, von f gilt

Flflet)(w) = LFIfw/e).

e Verschiebungssiatze: Fiir a € R gilt

Flf(t—a)l{w)
Fle'“t(t)){w)

e ' WAF[f](w)
Flfllw —a)

o Faltungssatze: Fiir f,g € L (R) ist die Faltung f = g zwischen f und g
definiert durch

00

(f+g)(t) = J f(t —T)glt] dt.

—oc

Es gelten die Faltungssitze

Flfxgllw) = Flfl(w)- Flgl(w)
Fli-glw) = 5-(Fifl+ Figh(w)
Beispiel .
"
» » » »
.
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Ausgangspunkt: Die (kontinuierliche) Fourier-Transformation

Flifl(w) = flw) == JOO f(t)e *?T dr.

— 00

e F ist ein linearer Integraloperator bzw. Integraltransformation, d.h.

Flf+gl(w) = Flfllw)+ Flgl(w)
Flafl(w) = oF[fl(w) fircx e R

e Fiir die Konjugation f von f gilt

Flfl(w) = Flf(—t)](w).

e Fiir die Streckung f(c-), ¢ > 0, von f gilt

Flflet) ) = 1 Flifllcy/e).



Flif+gllw) = Flfl(w)+ Flgl(w)
Flafl(w) = oFI[fl(w) firx € R

e Fiir die Konjugation f von f gilt

Flfl(w) = FIf(—t)](w).

e Fiir die Streckung f(c-), ¢ > 0, von f gilt

Flf(ct))(w) = %F[ﬂ(w/C)-

e Verschiebungssatze: Fiir a € R gilt

Flft—a)l(w) = e "Y*Ffl(w)
Fle' ' (1) (w)

|
™
=
€

|
A=)

e Faltungssatze: Fiir f,g € L (RR) ist die Faltung f % g zwischen f und g
definiert durch

(fxallt) = [ f(t —tlalT) dr.



Flf(ct)l(w) = %f[f](w/C)-

e Verschiebungssatze: Fir a € R gilt

|

o©
.
€
o

i

=,

S

Flf(t —a)l(w)
Fle' f()l(w) = Flfl(w—a)

e Faltungssatze: Fiir f,g € [;(R) ist die Faltung f % g zwischen f und g
definiert durch

(feglt)= | flt—g(r)ax
Es gelten die Faltungssatze
Flfxgllw) = Flfl(w)- Flgl(w)
]
Flf-gllw) = Zr(}—[ﬂ « Flgl)(w)

Beispiel

Fir die Autokorrelation f * f des Einheitsimpulses



Beispiel

Fiir die Autokorrelation f % f des Einheitsimpulses

1 fuir —1<t<1;
f(t) =

0 fur [t| > 1;

bekommt man die Hutfunktion

2 —|t| fir —2<t<2;
g(t) =

und somit gilt nach dem Faltungssatz

0 fur [t| > 2;

—_— —

Flgl(w) = F[f * fl(w) = (F[fl(w))? = 4sinc*(w).



Hutfunktion Fourier- Transformation

f(t). flw) = 4sinc?(w).



Differentiation der
Fourier-Transformation

Satz: (Differentiation der Fourier-Transformation)
Ist f eine stiickweise C'*-Funktion mit (héchstens) endlich vielen Unstetigkeitsstellen
t1,...,tm und sind f und f’ absolut integrierbar, d.h.

o0 oc
1Flsy = [ 150 dt <o und |flsy = [ 1£(0) dt < o0

so gilt

m

FIf'(w) = iwF[f](w) — Z (F(t) = F(£)) et

©



Satz: (Differentiation der Fourier-Transformation)
Ist f eine stiickweise C'1-Funktion mit (hochstens) endlich vielen Unstetigkeitsstellen
t1,...,tm und sind f und f’ absolut integrierbar, d.h.

||f||L1<R)=/_ [f(t) dt < oo und ||f’||L1<R>=/_ [f'(t) dt < o0
so gilt
FIF ) = iwFlflw) - 3 (F&) - F(t)) et

©
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