Komplexe Funktionen
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Definition {4z > exss Kurvenirsesrs | “Rezept” zur Integralberechnung
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Aufgabe: Berache bormobm Kurvmnistegral

Lowingearg:

3) Stede den Imegraniormweg I in Parameteform dor
Fies it fra<t<h

() Sabutituimrs m latagral z = (1), somit dz = /(1) dt
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iz

(4) Berachre dss Istegral

sy | flz)de = [ ftainneie an

Satz: (Hauptsatz der komplexen Integralrechnung)
Sei [ analytisch in einem einfach zusammenhangenden Gebiet G und sei z € G.
Dann ist die Funktion

Fute) = [ 10
fiir z € G analytisch und es gilt

F! =f auf G.

0

Definition: (Stammfunktion)
Sei I analytisch in einem einfach zusammenhingenden Gebiet G mit F* = f.
Dann heiBt £ Stammfunktion von { auf G.

werden Gebiel G ¢ 27 calytisch,

da Intagral lirgs geae

Satz: (Verallgeme nerung des Cauchyschen Integralsatzes)
Sei [ analytisch in einemn zweifach zusammenhangenden Gebiet G mit Loch L
Dann besitzt das Integral
f 1i2) s
.

lings jeder geschlossenen Kurve in G, die I, einmal im postiven Sinne umliuft,
denselben Wert

Bemerkung q ) )



Definition: (Komplexes Kurvenintegral)
Falls fur jede Zerlegungsfolge zo, ..., z, fur I' mit

max |Azg| — 0 firn— oo
0<k<n

und jede Wahl von Zwischenpunkten ( € I'|1,, ., . ,1 der Grenzwert der Partialsum-
men existiert und jeweils den selben Wert ergibt, so wird der Grenzwert

n—1
Jim 0= Jim 3 1(G) e = [ 1)z
als Integral der Funktion f langs der Kurve I' bezeichnet.

Man spricht vom komplexen Kurvenintegral des Integranden f auf dem Integra-
tionsweg I'.



"Rezept"” zur Integralberechnung

Aufgabe: Berechne komplexes Kurvenintegral
J' f(z)dz
r

Losungsweg:
(a) Stelle den Integrationsweg I' in Parameterform dar

It z(t) fura<t<p

(b) Substituiere im Integral z = z(t), somit dz = z'(t) dt;
(c) Ersetze den Integrationsweg I" durch die reellen Grenzen o und .

(d) Berechne das Integral

p
J f(z)dz = J f(z(t))z'(t) dt.
r

x



Satz: (Hauptsatz der komplexen Integralrechnung)
Sei f analytisch in einem einfach zusammenhangenden Gebiet G und sei zg € G.

Dann ist die Funktion

Foo(2) = / T 1(0) de

fur z € G analytisch und es gilt

F. =f auf G.

Definition: (Stammfunktion)
Sei F' analytisch in einem einfach zusammenhangenden Gebiet G mit F/ = f.
Dann heiBt F' Stammfunktion von f auf G.

Crnte. [(Caiiahiimaline b laar )



Satz: (Cauchyscher Integralsatz)
Sei f: D — W auf dem einfach zusammenhangenden Gebiet G C D analytisch.
Dann gilt fur jede geschlossene Kurve I' C G

/Ff(z) dz = 0.



Satz: (Verallgemeinerung des Cauchyschen Integralsatzes)
Sei f analytisch in einem zweifach zusammenhangenden Gebiet G mit Loch L.

Dann besitzt das Integral
[ 1) ¢z
r

langs jeder geschlossenen Kurve in GG, die L einmal im positiven Sinne umlauft,
denselben Wert.



Vorbemerkungen

Vorbemerkung: (Integrale mit zar Lécheen] Wir erinnern uns:
o Sei § analytisch in Gebiet €3 mit zve {disjunkten] Lichern T, und T
o Sei I' ¢ (5 pesitiv erentierte Kurve um Lo und Lo
® Scien 1Y und 1 zwei Kurven miz I 17 1 1% vaohei
— T wmliuft Ly einmal i pesitiven Sinn (aber nicht T3,

T# umiduft Ly einmal im pesitiven Sinn {aber nicht ;).

« Dann gilt fii- beiebige geschlossene Kurven I
ozw. Lz cnmalim positven Sinn umlauten:

.!:_fi;';n': und j:?f‘;

« AuBerdam git mit I'=I" 41"

7, die jaweils nur L,

12} dz.

Verallgemeinerung:
® Sei [ analytisch in Gebiet G’ mit I (disjunkten) Lochem L,..., L.

e Sei " (7 positiv orientierte Kurve um L,..... La.

e Seien I'y..... 'y © (3 geschlossene Kurven, fiir die gelte (k = 1.....

— Ty umladuft L, einmal im positiven Sinn, aber keines der L, (i

e Dann gilt:
N
flzhdz = / fiz) dz.

e Bemerkung: Die Formel gilt insbesondere, falls Ly zu jeweils Punkten 2, € G
zusammenlallen (d.h. f besilzt isolierte Singularititen z,..., ).

Bemerkung: (Laurent-Koeffizient ¢}

® Die Laurent-Reihe von f(z) um z; lautet

o
fiz)= Z colz — 2,
P—

fir Q= |z — 2| = v

e Die Koeffizienten ¢, lassen sich darstellen:

& = ! . / f"zl_'l_l dz furn—0,4£1,42,...

Tp 05 Fhy




Vorbemerkung: (Integrale mit zwei Lochern) Wir erinnern uns:
e Sei f analytisch in Gebiet G mit zwei (disjunkten) Lochern Ly und L.
e Sei I' C G positiv orientierte Kurve um L; und Ls.
e Seien IV und I'” zwei Kurven mit I' = IV + I'” wobei

— IV umlauft Ly einmal im positiven Sinn (aber nicht L),

— I umlauft Ly einmal im positiven Sinn (aber nicht L).

e Dann gilt fur beliebige geschlossene Kurven I'1,I's C G, die jeweils nur L
bzw. Ly einmal im positiven Sinn umlaufen:

f(z)dz= [ f(z)dz und f(z) dz = f(z) dz.
r, I I I

e AuBerdem gilt mit ' =17 + T

/f(z) dz= | f(z)dz+ [ f(2)dz.
r I I's

Verallgemeinerung:



jFJ\"/ u’/d—jl" J\#) U//vT‘/F J\#) ws.
1 2

Verallgemeinerung:
e Sei f analytisch in Gebiet G mit N (disjunkten) Lochern Lq,...,Ly.
e Sei I' C G positiv orientierte Kurve um Lq,...,Ly.
e Seien I'1,...,I'y C G geschlossene Kurven, fiir die gelte (k =1,...,N):
— I'x umlauft Ly einmal im positiven Sinn, aber keines der L; (i # k).

e Dann gilt:

N
f)dz=Y"[ f(2)dz
Iy —1 Yk

e Bemerkung: Die Formel gilt insbesondere, falls Lj zu jeweils Punkten z;, € G
zusammenfallen (d.h. f besitzt isolierte Singularitaten z1,...,2n).

Bemerkung: (Laurent-Koeffizient c_1)

- n:ﬂ I ﬂﬂﬂﬂﬂﬂ "- Dn:kﬂ Lo r/AI\ 11 N -~ I'\ll"-ﬂ"-



zusammenfallen (d.h. f besitzt isolierte Singularitaten z1,...,2xn).

Bemerkung: (Laurent-Koeffizient c_1)

e Die Laurent-Reihe von f(z) um zx lautet

oo

f(z) = Z cn(z —2zk)", fur0<|z—zk| <r

n=—oo

e Die Koeffizienten ¢,, lassen sich darstellen:

1
¢, = — 12 4 firn=0,41 42,
21 Jp, (2 — zg)" 1

e Insbesondere gilt:

1
— —_ d i < d — 2 ' * —1 -
C-1= 5 . f(z) dz ka(?) z =27 Cc_q



Residuum

Definition: (Residuum) Die Funktion f besitze in  eine isolierte Singularitat. Sei
dann die Laurent Reihe von [ in der Umgebung von 2

Sz = E colz—a)®, fir0<|z—a <r
Der Kaeflizient ¢c_y € heiBt Residuum von Jin «
Resfia) bzw. Resfiz) . ..

Bemerkungen:

aul die Laurent-Reihe von [ um o, die

auf beliebigen Kreisringen 777 [a)

iduums bezieht sic
i) {a} gilt, nic

o Das Residuum von [ 'n a ist eindeutig

e Falls f analytisch in ganz B, (2], sc gilt Resfia} — M.

Satz: (Residuensatz)
Sei f im einfach zusammenhangenden Gebiet GG analytisch bis auf endlich viele

isolierte Singularitaten zq,..., 2x.
Sei weiter I' C G positiv orientierte geschlossene Kurve, die alle Singularitdten

einmal umlauft.
Dann gilt

N
/ f(z) dz = 2xi Z Resf(z).
r k=1

Bemerkungen:

o Die Integraldarstellung im Residuensatz kann auch geschrieben werden
| 3 Resf
1 <C;
) fiir al 1 l
ol ich ntegralsat
| f 2mi Y (

falls f auf ganz € analytisc



IN VIV

Definition: (Residuum) Die Funktion f besitze in a eine isolierte Singularitat. Sei
dann die Laurent-Reihe von f in der Umgebung von a

f(z) = Z cn(z—a)", fir0<|z—a| <T
Der Koeffizient ¢_; € C heiBt Residuum von f in a:
Resf(a) bzw. Resf(z)|,=q.

Bemerkungen:

e Der Begriff des Residuums bezieht sich auf die Laurent-Reihe von f um a, die
in der Umgebung B, (a)\{a} gilt, nicht auf beliebigen Kreisringen B;?(a).

e Das Residuum von f in a ist eindeutig.

e Falls f analytisch in ganz B,.(a), so gilt Resf(a) = 0.



e Das Residuum von f in a ist eindeutig.

e Falls f analytisch in ganz B,.(a), so gilt Resf(a) = 0.

Satz: (Residuensatz)

Sei f im einfach zusammenhangenden Gebiet GG analytisch bis auf endlich viele
isolierte Singularitaten zq, ..., znN.

Sei weiter I' C G positiv orientierte geschlossene Kurve, die alle Singularitaten
einmal umlauft.

Dann gilt
N
/ f(z) dz = QWiZResf(zk).
I k=1

Bemerkungen:

e Die Integraldarstellung im Residuensatz kann auch geschrieben werden



Bemerkungen:
e Die Integraldarstellung im Residuensatz kann auch geschrieben werden

/Ff(z) dz = 271 Z Resf(z),

z€GT
denn es gilt Resf(z) = 0 fur alle z € G\{#1,...,2n}.

e Insbesondere gilt (der Cauchysche Integralsatz):

/F f(2) dz=2mi Y  Resf(z) =0,

z€Gr

falls f auf ganz G analytisch ist.



Residuum in
Pol erster Ordnung

Satz: (Residuum in Pol erster Ordnung)
Die Funktion f besitze in a € C einen Pol erster Ordnung. Dann gilt

Resf(a) = lim (= — a)(2).

Folgerung: Seien p(z) und g(z} in einer Umgebung von a < © analytisch und sei
piz)
flz)="—+.
=)
q besitze in a eine einfache Nullstelle (d.h. g{a) — 0 und ¢'{a) # 0).
Falls pla) # 0, so ist a ein Pol erster Ordnung von f mit Residuum
wla)

Resf(a) — e

Falls p{a) = 0, so ist a eine hebbare Singularitat von .

Beweis: Es g

lin(z  a)fiz) = lmiz «a)" ;) — lin L
2 A giz y @lz)—ale o

t



MOl erster uranuing

Satz: (Residuum in Pol erster Ordnung)
Die Funktion f besitze in a € C einen Pol erster Ordnung. Dann gilt

Resf(a) = lim(z — a) f(2).

Z2—aQ

Folgerung: Seien p(z) und ¢(z) in einer Umgebung von a € C analytisch und sei

o Dp(2)



Folgerung: Seien p(z) und ¢(z) in einer Umgebung von a € C analytisch und sei

q besitze in a eine einfache Nullstelle (d.h. g(a) = 0 und ¢'(a) # 0).
Falls p(a) # 0, so ist a ein Pol erster Ordnung von f mit Residuum

Resf(a) = pa) .
Falls p(a) = 0, so ist a eine hebbare Singularitat von f.

Beweis: Es gilt

' R o /,,)_. plz -
lim (2 —a)f(2) = lim(z —a) "~ = lim a(z)-a(@) " ¢/(a)’ 9




Beisp

iele

Anwendungen Residuensatz

x
: =1/2
Betrachte L i ia dx /

o Der Integrand ist gerade, und somit gilt

m

R |
lll [ Rﬁd\'

© Es gilt (mit entsprechenden Bezeichnungen aus dem vorigen Beispiel)

1= lim Iy =
lImr.K

wobei erneut limg . Jg = 0.

® Wir bestimmen das Integral Iz nun mit dem Residuensatz

® Der Integrand

4
besitzt Pole erster Ordnung in den vier Pu‘nkten =i
o Fiir R = perden die beiden Pole 2 = +1 + { van T umlaufen
® Es gilt
_ L] _ 1 _ 1+4i
SRS R T R LR Ti N T
_ _ i
TP AT
* Daraus folgt mit dem Residuensatz
J» ;‘]4-4 dz zni( ll‘: "';‘) =L

Betrachte fiir @ = 0 und w = 0 das Integral

% lwx
1= J — dx.
w X2+ al

® Es gilt {mit entspeechenden Bezeichnungen aus dem vorigen Bespiel)

e
T [ H
w1 at

w ]z = 0. und somit

dx und

wabei erneut limz

o Mit dem Residuensatz gilt
'

3 dz = 2miRes

+i

16



oo

Betrachte: J dx :=1/2

0 X4+4

e Der Integrand ist gerade, und somit gilt

R
: . 1
L= Rll—>moo IR a RII—>moo J—R x4 +4 dx.

e Es gilt (mit entsprechenden Bezeichnungen aus dem vorigen Beispiel)

]
[, = dz —
R Jrz4+4 == Jw,

wobei erneut limgr_,, Jr = 0.

e Wir bestimmen das Integral Ig nun mit dem Residuensatz.



e Der Integrand
f(z)

1
z4+4

besitzt Pole erster Ordnung in den vier Punkten +1 + 1i.

e Fiir R > v/2 werden die beiden Pole z = +1 +1 von T umlaufen.

e Es gilt
1 1
Res = —
Z4 +4 z=1+1 4z3 z=1+1
1 1
Res = —
A o P 42% |, 44

e Daraus folgt mit dem Residuensatz

J 1
rZ4+

1 dz =2mi (—

T+1

4(—1+1)3

T+1 =141

16 16

)

4(14+1)%

—1+1

4(=1+1)*

7t
— =1
4

T+1

16

.
16




Betrachte fiir a > 0 und w > 0 das Integral

o0 eiwx
oo X + a

e Es gilt (mit entsprechenden Bezeichnungen aus dem vorigen Beispiel)

R eiwx eiwz
Ir = dx und R = dz
R XZ + (12 I r Z«2 -+ (12

wobei erneut limr_ Jr = 0, und somit

eiwz
=] e

e Mit dem Residuensatz gilt

eiwz eiwz
J 3 5 dz = 27miRes 5 5
rzc +a ¢+ a
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