Komplexe Funktionen

Sommer 2018

Singularitaten



Erinnerung

Satz: (Taylor-Reihe)
Sei f analytisch in (' und sei a ¢ (. Dann konvergiert die Taylor-Reihe
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gegen f{z) fur alle z innerhalb des groBten Kreises um a, dessen inneres ganz in G . o .
enthalten ist (= < S.{a) € ) Satz: (Eindeutigxeit der Taylor-Reihe)
© = S == Sei f analylisch in G und sei w < G In einer Umgebung von a gelte fir fiz}

d.h. die obige Re'he ist die Taylor-Re'he von 1 um a.

Satz: (Laurent-Reihenentwicklung)
Sei f analytisch im Kreisring R = R} (a) und sei

e L
T 2w e (2

wobei I' C J? eine beliebige Kurve ist, die B, (a) einmal im positiven Sinne umlauft.
Dann gilt die Darstellung

furn=0,%+1,%2,...

x
J(z)= Z ez —a)" VzeR
n=se
Definition: [Laurent-Reihe)
Dle. eheg deﬁ'mene Reihe hngt Laurent-Reine von f in #. Eine in einem Kreisring R = Rt3{a), 0 < 11 < 12 < 0o, analytische Funktion §
Weiterhin heiBt @ das Cntwicklungszentrum der Laurent-Rethe . T
kann nur auf eine Weise in R durch eine Reihe der Form

flz) = i cnlz—a”

dargestelit werden. nimlich durch ihre Laurent-Reihe, wobei

1 [ f(z)
Cn =5 dz firn=20,+1,
2mi r(z—a)

mit einem Weg T, der B [a) einmal im positiven Sinn umlauft



Satz: (Taylor-Reihe)
Sei f analytisch in GG und sei a € GG. Dann konvergiert die Taylor-Reihe

gegen f(z) fur alle z innerhalb des groBten Kreises um a, dessen inneres ganz in G
enthalten ist (2 € B,(a) C G).



Satz: (Eindeutigkeit der Taylor-Reihe)
Sei f analytisch in G und sei a € G. In einer Umgebung von a gelte fir f(z)

f(z) =) calz—a)
n=0
mit komplexen Konstanten ¢, € C furn =1,2,... Dann gilt
_ f™(a)

Cn '
n.

d.h. die obige Reihe ist die Taylor-Reihe von f um a.



Satz: (Laurent-Reihenentwicklung)
Sei f analytisch im Kreisring R = R;?(a) und sei

1
Cpn = — / f(z) dz furn=0,+£1,+£2,...
271 Jp (2 — a)?tl

wobei I' C R eine beliebige Kurve ist, die B, (a) einmal im positiven Sinne umlauft.
Dann gilt die Darstellung

f(z) = Z cn(z—a)" Vz e R.

n=——oo

Definition: (Laurent-Reihe)
Die eben definierte Reihe heiBt Laurent-Reihe von f in R.
Weiterhin heiBt a das Entwicklungszentrum der Laurent-Reihe.



Satz (Eindeutigkeitssatz):
Eine in einem Kreisring R = R{?(a), 0 < 11 <1 < 00, analytische Funktion f
kann nur auf eine Weise in R durch eine Reihe der Form

f(z)= ) calz—a)"

n=—oo

dargestellt werden, namlich durch ihre Laurent-Reihe, wobei

1 f(z) .
= d fiirn = 0,41, 42, ...,
¢ 27 L (z—a)nt! z urm

mit einem Weg I', der B, (a) einmal im positiven Sinn umlauft.



Isolierte
Singularitat

Definition: (isolierte Singularitat)
Sei eine analytische Funktion f definiert in einem Kreisring

Br(a)\{a} ={z€C: 0<|z—a| <},

wobei 7 > 0 und a € C. Dann heiBt a isolierte Singularitat.

Beispiele:

o e = 22 s e s = Ui s e Singular oL

=57 besitel in 7 = = ulierte Sz eriditen,

= besitetin = = 1 e soliente Sirguluritis
© Der komplexe Logarithmus Log(z) istin (2 € R: = < 0} micht definiert
Daher ist = = 0 kene isolierte Singulariat!

Erinnerung:
® Sci [ analytisch in Bofa)’ |«] mit isolierter Singularitat in a.

® { kann in D.(a}%{a) in eine Laurent-Reihe entwickelt werden:

Definition: | besitze in o € C eine isolierte Singularitit. Dann heiBt a

® cine hebbare Singularitat von [, falls in der Laurent-Reibe alle Koeffizienten
e, mit n < () verschwinden;

e ein Pol der Ordnung m von f, falls in der Laurent-Reihe nur endlich viele
Koeffizienten ¢, mit n < 0 von Null verschieden sind und —m die kleinste
Zahl ist mit c_, #0;

o eine wesentliche Singularitat von f, falls in der Laurent-Reihe unendlich viele
Koeffizienten ¢, mit n < 0 von Null verschieden sind o
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Definition: (isolierte Singularitat)
Sei eine analytische Funktion f definiert in einem Kreisring

B.(a)\{a} ={z€C: 0< |z —a| <},

wobei 7 > 0 und a € C. Dann heiBt a isolierte Singularitat.

Beispiele:

o f(2)= Sin(2) pesitzt in z = 0 eine isolierte Singularitat.

4



Beispiele:

o f(2)
o f(2)

Sm(z) besitzt in z = 0 eine isolierte Singularitat.

1+ > besitzt in z = %1 isolierte Singularitaten.

e f(z) =exp ( ) besitzt in z = 1 eine isolierte Singularitat.
Beispiel:

e Der komplexe Logarithmus Log(z) ist in {z € R: 2z < 0} nicht definiert.
Daher ist z = 0 keine isolierte Singularitat!



Erinnerung:
e Sei f analytisch in B,.(a)\{a} mit isolierter Singularitat in a.
e f kann in B.(a)\{a} in eine Laurent-Reihe entwickelt werden:

f(2)=) calz —a)™

nez

Definition: f besitze in a € C eine isolierte Singularitat. Dann heiBt a

e cine hebbare Singularitat von f, falls in der Laurent-Reihe alle Koeffizienten
cn, Mit n < 0 verschwinden;

e ein Pol der Ordnung m von f, falls in der Laurent-Reihe nur endlich viele

Koeffizienten ¢,, mit n < 0 von Null verschieden sind und —m die kleinste
Zahl ist mit c_,, # 0;

e eine wesentliche Singularitat von f, falls in der Laurent-Reihe unendlich viele

Koeffizienten ¢,, mit n < 0 von Null verschieden sind. ©



Eigenschaften
Isolierter Singularitaten

Beabachtung: (Singularitaten rationaler Funktionen nie wesentlich)
Sei f eine rationale Funktion, d.h.

flz)= % mit p(z), g(z) Polynomen.

Dann besitzt [ nur bei den Nullstellen von ¢ isolierte Singularitaten.
Diese Singularitaten sind nie wesentlich. o

Satz: (Werteverhalten bei hebbaren Singularitaten)
Satz: (Satz von Ri ) Sei | eine analytisch im Kreisring 13 {a},{a} und sei a eine
atz: (Satz von Riemann ; - L
Die Funktion [ besitze in a eine isolierte Singularitat, Falls f in einem Kreisring hebbare Singularitit von f. Dann existiert der Grenzwert

B,{a)\{a} beschrinkt ist, so ist a eine hebbare Singularitat von f = lim f{z)
S yoaal :

Beswwis: Sei [ bascheiink i Anrent-Fuihe

Mit der Definition fia) :— o ist die so erweiterte Funktion
n= [ in der vollen Kreisscheibe 13,{a) analytisch.
werschwinden aliz ¢ mit 1 < 0. denn es gilt die Adschatzung
M Dewesis: Mr des Darsteling
Cnl £ — = M,

o
Fur n < O bekommt man fur o 1 O den Grerzwest Hull.

forn - 0,20.42,...

sebaere
Samit gt ¢, = © fir alle 1

Folgerung:

Ist cine isolicste Singularitat @ von f nicat hebbar,
soist { in keiner Umgebung von o beschrankt,
Satz:

Hab § i« einen Pol, so gilt
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Beobachtung: (Singularitaten rationaler Funktionen nie wesentlich)
Sei f eine rationale Funktion, d.h.

f(z) = Zq%, mit p(2), q(z) Polynomen.

Dann besitzt f nur bei den Nullstellen von q isolierte Singularitaten.
Diese Singularitaten sind nie wesentlich. e



Satz: (Werteverhalten bei hebbaren Singularitaten)
Sei f eine analytisch im Kreisring B,-(a)\{a} und sei a eine
hebbare Singularitat von f. Dann existiert der Grenzwert

Q= ;1_1)131 f(2).

Mit der Definition f(a) := « ist die so erweiterte Funktion
f in der vollen Kreisscheibe B,.(a) analytisch.

inn £ niclh+d haklhAw

Beweis: Mit der Darstellung
oo

f(z) = ch[z—a)“ =co+ci(z—a)+ca(z—a)? +...

n=0

bekommt man sofort den Grenzwert & = ¢o = lim,_,o f(z). Weiterhin gilt

oo flz2)—fla) cotceilz—a)+ealz—a)?+...—co
f'(a) = lim = lim
z—a z—a z—a z—a
i cilz—a)+c2(z—a)? +...
= m =C1.
z—a zZ—a



Satz: (Satz von Riemann)
Die Funktion f besitze in a eine isolierte Singularitat. Falls f in einem Kreisring
B.(a)\{a} beschrankt ist, so ist a eine hebbare Singularitat von f.

Beweis: Sei f beschrankt in B.(a) \ {a} mit [f(z)| < M. Fiir die Laurent-Reihe

flz)= ) calz—a)"

n=—oo

verschwinden alle ¢, mit n < 0, denn es gilt die Abschatzung
M - -
Cnl < — =Mp firm=0,£1,£2,...
P

Fir n < 0 bekommt man fiir p — 0 den Grenzwert Null.

Somit gilt ¢, = 0 fiir alle n < 0.

Folgerung:



Folgerung:
Ist eine isolierte Singularitat a von f nicht hebbar,
so ist f in keiner Umgebung von a beschrankt.

Satz:
Hat f in a einen Pol, so gilt

zh_r)ra f(z) = 0.

Beweis: Aus der Laurent-Entwicklung von f um a,

. C—m Com+1 C—m+2
f(z) = +
(Z—Cl)m (Z,—Cl)m*] (Z_a]mfz

1

B (z—a)m [C mtc miilz—a)+c mAZ[Z_Cl]Z—i-..-]

+...

mit m > 0 und c_,, # 0, folgt die Behauptung unmittelbar.



Satz von
Casorati-Welerstrass

Satz: (Satz von Casorati-Weierstrass)
Die Funktion f besitze in a € C eine wesentliche Singularitat.

Dann kommen die Werte von f in jeder Umgebung von a jeder komplexen Zahl
beliebig nahe.




Casorati-Welerstrass

Satz: (Satz von Casorati-Weierstrass)
Die Funktion f besitze in a € C eine wesentliche Singularitat.

Dann kommen die Werte von f in jeder Umgebung von a jeder komplexen Zahl
beliebig nahe.

Beweis: (durch Widerspruch)
o Sei I — Bo(a}{a} eine Umgebung von i (Kreisring).

o Seiwy = C, so dass die Werte von [ in ' nicht beliebig nahe an wy, kommen,
d.h. es existiert ¢ = 0, so dass

flzy—wg| 2z e Yol



Beweis: (durch Widerspruch)

e Sei U = B,(a)\{a} eine Umgebung von a (Kreisring).

Sei wy € C, so dass die Werte von f in U nicht beliebig nahe an wy kommen,
d.h. es existiert ¢ > (), so dass
[f(2) —wo| =€ VzeU.

e Dann ist die Funktion 1

f(z) —wo

fiir € U analytisch und wegen [g(z)| < ! beschrankt.

g(z) =

e Mit obigem Satz ist dann aber a eine hebbare Singularitit von g, so dass in
U firm >0 gilt

9(2)= Y ealz—a)" = (z=a)™ Y emin(z — )" = (z— )" g1 (2).
n=m n=0

Dabei ist g, in B,(a) analytisch.
e Daraus folgt die Darstellung von f fir z € U

1 1
(z—a)™ gi(2)

1) = wn+ o =+

e Mit der Taylor-Entwicklung fiir z € U

1 o0
= Z bp(z —a)"
n=0

a1(z)

e Erhalte die Laurent-Reihe von f in U

by by

z—a)m + (z—a)m—1

f(z):( +"‘_bm+u"0+byn+l(z_a')+"‘

e Dies stellt einen Widerspruch zur Annahme dar, a sei eine wesentliche Singu-
laritat.



auptteil einer
aurent-Reihe

Definition: (Hauptteil einer Laurent-Reihe)
Sei a isolierte Singularitat der Funktion f und sei

oc

)= ealz—a)

n=—no
Laurent-Reihe von f um a. Dann heiBt die Funktion

-1

Wz =Y ealz—a)n

n=—oo

der zu a gehorige Hauptteil von f.

Bemerkungen:
o Fiir eine hebbare Singularitit verschindet der Hauptteil.

o Fur einen Pol ist der Hauptteil ¢in Palynom in | :lﬂ,

Satz:
Eine rationale Funktion f, die im Unendlichen verschwindet, ist die Summe ihrer
Hauptteile:

f=hi=hat---hn.

Dowann: 5 € ezeal Brenbon ? 6 cor barimare Danon Ne vl sod kb vobe
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Definition: (Hauptteil einer Laurent-Reihe)
Sei a isolierte Singularitat der Funktion f und sei

oo

f(2)= ) clz—a)

n=—oo

Laurent-Reihe von f um a. Dann heiBit die Funktion

—1

h(z) = Z cn(z—a)”

n=——~oo

der zu a gehorige Hauptteil von f.

Bemerkungen:



Bemerkungen:

e Fur eine hebbare Singularitat verschindet der Hauptteil.

e Fur einen Pol ist der Hauptteil ein Polynom in (zia).




Satz:
Eine rationale Funktion f, die im Unendlichen verschwindet, ist die Summe ihrer
Hauptteile:

f=h1i+hy+---hn.

Beweis: Sei f rational. Dann ist f in der komplexen Ebene bis auf endlich viele
Polstellen z1,...,zn € C analytisch. Betrachte nun die zugehorigen Hauptteile

my

Ckn .
hk(Z):Zm furkz],...,N,
n=1

von f. Dann ist die Funktion g = f — Z':,] hx in C\{z;,...,z,} analytisch.

Da nun fiir jedes zy der zugehdrige Hauptteil hy in der Laurent-Reihe von g um
zy wegfallt, ist zy eine hebbare Singularitdt von g, firk =1,...,N.

Damit ist g eine ganze Funktion, d.h. g ist analytisch auf ganz C.
SchlieBlich gilt

N
lim g(z) = lim f(z)— ) lim hy(z) =0,
Z—00 Z—00 1 Z—0

somit ist g beschrankt auf C, nach dem Satz von Liouville konstant mit g = 0.
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