Komplexe Funktionen

Sommer 2018

Die Taylor-Reihe



Erinnerung

Satz. {Cauchysche Integraliomel]

Sei f anzlytisch n einem einfach zusammenhingenden Gelet €7 und sei I zine
geschlossene positiv orientierte Kurve in €. Dann gilt fir jeden Punkt a & (7, der
won I umlaufen wird, cie Cauchyscae Inzegra tormal

P | ET
fol= o j. : el

Satz (Cauchysche Integralformel fiir die Ableitungen): Sei f in einem
Gebiet analytisch. Dann existieren alle Ableitungen von f in G, und diese
Ableitungen sind jeweils analytisch in G. Weiterhin gilt fiir eine einfach
geschlossene positiv orientierte Kurve I' C G, deren Inneres G ganz in G liegt,
die Cauchysche Integralformel
, .
f"(z) = Z':n Jr C ﬂ:']ml dc fiir alle z € Gr

fiir die Ableitungen '™ von f fiirn =1,2,3,....

Erinnerung: (Geometrische Reine)
* Endliche geometrische Reihe: ks gi't die Summenformel

N1

* Unendliche geometrische Reihe: Falls |4 < |, so konvergiert die un-
endliche geometrische Reihe:

i o

o)

Falls |g| = 1 divergiert die Reihe. o

-
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Satz: (Cauchysche Integralformel)
Sei f analytisch in einem einfach zusammenhangenden Gebiet G und sei I' eine

geschlossene positiv orientierte Kurve in G. Dann gilt fur jeden Punkt a € G, der
von I' umlaufen wird, die Cauchysche Integralformel

fla) = Y G dz.

2T Jr z —a




Satz (Cauchysche Integralformel fiir die Ableitungen): Sei f in einem
Gebiet analytisch. Dann existieren alle Ableitungen von f in G, und diese
Ableitungen sind jeweils analytisch in G. Weiterhin gilt fiir eine einfach
geschlossene positiv orientierte Kurve I' C G, deren Inneres G ganz in G liegt,
die Cauchysche Integralformel

!
f™(z) = Z%J T f(zc))n“ d¢  fiir alle z € Gr
F (=

fiir die Ableitungen f'™) von f fiirm =1,2,3,....



Erinnerung: (Geometrische Reihe)

e Endliche geometrische Reihe: Es gilt die Summenformel

N

1 — N+1
» ¢t = ! g € C\1
n=0 1_q

e Unendliche geometrische Reihe: Falls || < 1, so konvergiert die un-
endliche geometrische Reihe:

Falls |g| > 1 divergiert die Reihe.



Taylor Reihe

Satz: (Taylor-Reihe)
Sei f analytisch in (¢ und sei a € G. Dann konvergiert die Taylor-Reihe

< gin)
=3 0oy

n=0 )

gegen [(z) fiir alle z innerhalb des groBten Kreises um a, dessen inneres ganz in G
enthalten ist (2 € B,(a) C G).

- . ) Satz: (Eindeuligkeil der Taylor Reihe)
N rste a2
ngPIel' (Relhenﬁa ung von expi=# I . Sei f analytisch in € und sai @ ¢ G In einer Umgebung von a gelte fir fi
Fur die Taylor-Reihe von expl =} um MNul gilt

I

in gane T

Beispicl: ([ 1zncamtz lung var siniz)
e Funktice #in 2 besitst die begante Re aondasstallueg fm Mull)

o.h. die chige Reihe st die Taylor Reihe von [ um

e

'I.I.i"ltlf!7: f

jstiseh une div Reihe kerverge-t in ganz 1. Beweis: Fiir z — a gilt flal - co. Durch Differentiation von f erhalt man

flz) = Y mealzoa" bzw £z} = 3 nin-o 1) ineo ki lenlzoa)*

not n—k
und somit f'{a) = ¢1 bzw. f'"'[a) = nle, fir z = a, d.h. die Koetfizienten c.,
stimmen mit den Keeffizienten der Taylor-Reihe iiberein

Weiteres Beispiel:
 Wir entwickeln de Taylor-Reihe cer Funktion
_ 1
N

wm Mull, Fioe |2+ 1 gt die Darstellung

um Null.
i, d.n, fur =) -

® Diss ist dereits dis Todor Reihe vor

« Dis Talor fisihe scevergert im Einbeitsk
. urd cer grodte
et shring.

« Begriindung: De Funksion © snahtisch in
s um Null, T analytsch ist, &t der o
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Satz: (Taylor-Reihe)
Sei f analytisch in GG und sei a € G. Dann konvergiert die Taylor-Reihe

Z f(n) (o)

gegen f(z) fir alle z innerhalb des groBten Kreises um a, dessen inneres ganz in G
enthalten ist (z € B,(a) C G).

Satz: (Eindeutigkeit der Taylor-Reihe)

2
arstellung von exp(—2°)) Sei f analytisch in G und sei a € G. In einer Umgebung von a gel

2 von exp(—2z2) um Null gilt
o0
S 2\n 2 4 A £/ .\ \ . /. \n



Satz: (Eindeutigkeit der Taylor-Reihe)
Sei f analytisch in G und sei a € G. In einer Umgebung von a gelte fiir f(z)

= Z cn(z—a)"”
n=0

mit komplexen Konstanten ¢, € C furn =1,2,... Dann gilt
(n)
L _I"@
n!

d.h. die obige Reihe ist die Taylor-Reihe von f um a.

Beweis: Fiir z = a gilt f(a) = co. Durch Differentiation von f erhalt man

chn z—a)" ! bzw. fl¥ Znn 1...(n—k+1)cn(z—a)™ *

n=1

und somit f'(a) = ¢y bzw. f™)(a) = nlcy, fiir z = a, d.h. die Koeffizienten ¢y,
stimmen mit den Koeffizienten der Taylor-Reihe (iberein.

2,



Beispiel: (Reihendarstellung von exp(—2z?))
Fiir die Taylor-Reihe von exp(—2z%) um Null gilt

Z < <
exp(-z2) =S N g 2 2y
2 | |

in ganz C.

Beispiel: (Reihendarstellung von sin(z))
Die Funktion sin(z) besitzt die bekannte Reihendarstellung (um Null)

Die Funktion sin(z) ist auf ganz C analytisch und die Reihe konvergiert in ganz C.



Weiteres Beispiel:
e Wir entwickeln die Taylor-Reihe der Funktion

um Null. Fiir |z| < T gilt die Darstellung

1 o2\ 4 2., .4 6
1+ZZ—T;)(Z) =1—z-4+2z"—2z°+...

e Dies ist bereits die Taylor-Reihe von f(z) um Null.
e Die Taylor-Reihe konvergiert im Einheitskreis, d.h. fir |z| < 1.

e Begriindung: Die Funktion f(z) ist analytisch in C \ {#i}, und der gréBte
Kreis um Null, in dem f analytisch ist, ist der Einheitskreis.



auchysche Koeffizienten
Abschatzungsforme

Satz: Die Funktion f sei analytisch im Gebiet G. Die abgeschlossene
Kreisscheibe |z — al < v, r > 0, sei in G enthalten, und es sei
f(z) = Zc,‘lz —a)"=co+cilz—a)+calz—a)* +...
n=0

die Taylor-Reihe von f um a, also

_ f™(a)

. firm=0,1,2,....
n!

Cn

Weiterhin sei
M(r) = ma[x [f(2)].
z—al=r

Dann gilt die Cauchysche Koeffizientenabschitzungsformel

cnl < . firn=0,1,2,....

Interpretation: Die Werte '™ (a) kénnen nicht beliebig schnell anwachsen

Beweis: Nach der Cauchyschen Integralformel gilt
f™fa) 1 flzl
Cn = =3 dz.
' n! 21 ). gr (2= a)n !
Somit ergibt sich die Abschatzung

1

lenl I

f(z) a
J\; e

e 1 mae MY,
= 2 \jemaler jz —an+t ) °

Mi
= :.lrl firm=0,1,2,....
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Satz: Die Funktion f sei analytisch im Gebiet G. Die abgeschlossene
Kreisscheibe |z — a| < 1, r > 0, sei in G enthalten, und es sei

(o @

f(z) = ch(z—a)“:co—l—c1(z—a)+cz(z—a)2+...

n=0

die Taylor-Reihe von f um a, also

Cn = —— fuirm=0,1,2,....

Weiterhin sei
M(r) = max |[f(z)].

|z—al|=r

Dann gilt die Cauchysche Koeffizientenabschatzungsformel

lcn| < M)

firm=0,1,2,....

Interpretation: Die Werte f(™)(a) kdnnen nicht beliebig schnell anwachsen.

Reweis: Nach der Canchvschen Intecralformel oilt



Beweis: Nach der Cauchyschen Integralformel gilt

f™(a) 1_J f(z)

n! 27,y (z—a)nt]

dz.

Ch =

Somit ergibt sich die Abschatzung

]
n — 5 d
Cn] 27 le a|rz—a“+‘ -
] z)|
< — 2
— 27 \|z— a| T |Z — (1|n+1 ) o
M(r)

= firm=0,1,2,.
o



Satz von Liouville

Satz (Satz von Liouville): Ist eine komplexe Funktion f in der ganzen
komplexen Ebene analytisch und beschrankt, so ist f konstant auf ganz C.

Beweis: Sei f analytisch auf ganz C und beschrinkt, d.h. es gibt ein M mit
[f(z) <M fur alle z € C.
Dann gilt fir a € C mit der Cauchyschen Koeffizientenabschatzungsformel
M
If'(a)l £ —
-
fiir beliebiges r > 0. Fiir r — oo folgt daraus
f'(a) = 0.

Da a beliebig war, gilt f' = 0 auf ganz C, d.h. f ist konstant auf ganz C.



Satz von Liouville

Satz (Satz von Liouville): Ist eine komplexe Funktion f in der ganzen
komplexen Ebene analytisch und beschrinkt, so ist f konstant auf ganz C.



Beweis: Sei f analytisch auf ganz C und beschrankt, d.h. es gibt ein M mit
f(z) <M fir alle z € C.

Dann gilt fiir a € C mit der Cauchyschen Koeffizientenabschiatzungsformel

(o) < ™M
T

flir beliebiges r > 0. Fiir r — oo folgt daraus
f'(a) = 0.

Da a beliebig war, gilt " = 0 auf ganz C, d.h. f ist konstant auf ganz C.



Laurent Reihe

Vorbernerkungen:

. Se f isch im zvasifach it en Gebies .

o Ziel Suelle § in (7 durch wesigrete Re hen Ertvicedurg dar.
* Betrachts Krezing: FOre o urd 04+ 2 ry = sei 1 ana wtisch in

H=drm=zeln e =< b= 8,00

e, S r wh arsene Kreis um o mit

» Falls v, —0,s0ist B — B,
® Fallirg — oo, s 5t (0 — 1

» Beachte f kann nicht nach ganzen sositiven Potenzen von =
enbw ckell werden, dean senst ware [ ana yusch in gane 5.

Satz: (Laurent-Reihenentwicklung)
Sei f analytisch im Kreisring R = R;?(a) und sei

Cn = /( I 4. fien=o0,41,42,...
r

271 z—a)"+!
wobei I' C R eine beliebige Kurve ist, die B, (a) einmal im positiven Sinne umlauft.
Dann gilt die Darstellung

o0

fz)= ) culz—a)" VzeR
Definition: (Laurent-Reihe)
Die eben definierte Reihe heiBt Laurent-Reihe von f in R.
Weiterhin heiBt a das Entwicklungszentrum der Laurent-Reihe.

Lemma: Diw Funktion

Bemerkungen:

o Fals fin z2rz By lu! on;

|
2ni Ir lz—al"

vy =

wobei Iy dar invere und Tz dar Guders Kraiscand von RE? st

Ir dizsem Fall enth; whe keine negativen Potenzen von 2 — o

auren:

+ Tayhor Reihe Beweis: 5o = RJZ Dann gilt (siche Skirze)

und stimmet daner mit

fizi= ¥ calz—al®  farale z€ 3., (al. M ar _fim und
berzin, Inzkescndere gt felge
e X ) l [ e
< aUrn Zydyeeee iz 3
" farn = 1,2, T, ¢

@ Die Werte dor Laurent Koeffizentzn ¢y, zing unabhangiz von T =

analytisch im Kreisong R = Ri2(al, Weitarhin sei
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Vorbemerkungen:
e Sei f analytisch im zweifach zusammenhangenden Gebiet G.
e Ziel: Stelle f in G durch geeignete Reihen-Entwicklung dar.

e Betrachte Kreisring: Fura € C und 0 < r; < ry < oo sei f analytisch in

R=R2(a)={2€C:r <|z—a| <r2} = B,(a)\B, (a).

e Fallsr; =0, soist R = B,,(a)\{a}.

e Falls 7o = 00, so ist R = C\B,, (a).

e Beachte: f kann nicht nach ganzen positiven Potenzen von z —a in R
entwickelt werden, denn sonst ware f analytisch in ganz B,,(a)!

urent-Reihenentwicklung)

1 . 17 . ™ ra [/ \ 1



® rdin 7 — U, JU ISL 1L — U\ Dy, (W),

e Beachte: f kann nicht nach ganzen positiven Potenzen von z —a in R
entwickelt werden, denn sonst ware f analytisch in ganz B,,(a)!

Satz: (Laurent-Reihenentwicklung)
Sei f analytisch im Kreisring R = R72(a) und sei

RS (O

T omi Jp (2 — @)t

dz furn=0,%£1,%2,...

wobei I' C R eine beliebige Kurve ist, die B,., (a) einmal im positiven Sinne umlauft.
Dann gilt die Darstellung

oo

f(z) = Z cn(z—a)" VzeR.
Definition: (Laurent-Reihe)
Die eben definierte Reihe heilt Laurent-Reihe von f in R.
Weiterhin heiBt a das Entwicklungszentrum der Laurent-Reihe.

en: Lemma: Die Funktion f sei analytisch im Kreisring R = R}?(a;
T < p1 < p2 <712. Dann gilt

L I (O B 1 (O

inz B,, (a) analytisch ist, so gilt



Bemerkungen:

e Falls f in ganz B, (a) analytisch ist, so gilt

1 f(z) ,
Cn_Z—TEiJr (Z—a)n'*'] dz=0 furn-—],—Z,—3,....

In diesem Fall enthalt die Laurent-Reihe keine negativen Potenzen von z — a
und stimmt daher mit der Taylor-Reihe

f(z) = Z Cn(z—a)™ fur alle z € By, (a).
n=0

uberein. Insbesondere gilt

firn=1,2,3,....

e Die Werte der Laurent-Koeffizienten ¢, sind unabhangig von I'.
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Lemma: Die Funktion f sei analytisch im Kreisring R = R{2(a). Weiterhin sei
T < p1 < p2 <712. Dann gilt

b f@Q 1 flg ; B
f(z) = = Jrz - d¢ 7 Jn 2 d¢ fur alle p1 < |z— a| < p2,

wobei 17 der innere und 1> der duBere Kreisrand von Rgf Ist.

Beweis: Sei z € Rb?. Dann gilt (siehe Skizze)

] J fle) d¢ = f(z) und 1 J ) d¢ = 0.
I3 4

2mi (—2z 2mi (—z

Wegen I3 + Iy, =T, — I folgt

1 flg 1 f(J

flz) = ZﬂiJr3C—de+2ﬂiur4C—de
ot o, 1 [ flJ
N znimc—zdc zmur]c—zdc' 9



Eigenschaften der
Laurent-Reihe

Satz (Eindeutigkeitssatz):

Eine in einem Kreisring R = Rf-; (a), 0 < 1y < 1y < o0, analytische Funktion f
kann nur auf eine Weise in R durch eine Reihe der Form
oo

f(z) Z cplz—a)™

n=—oo

dargestellt werden, nimlich durch ihre Laurent-Reihe, wobei

Cni= ],] __ Nz dz fiirm = 0,4+1,+2,...,
27 )r (z— a)nt!

mit einem Weg ', der By, (a) einmal im positiven Sinn umlauft.

Beweis: Angenommen es gibt eine weitere Darstellung der Form

oo
fiz) = Z cplz—a)® fiirz € R.
n=—oc

Dann gilt

5
0= Z dnlz—a)" mit dp =¢nq — ¢y, fir € 3,
| S
Sei nun m € Z und I € R ein positiv orientierter Kreis um a,

Dann gilt {durch Multiplikation mit (z—a) ™ ' und Integration lings I)

0= i d.‘J (z—a)" ™ 'dz
n 00 I
Wegen
|‘|:—ul“d:= 2mi firk=—1
Ji 0 sonst

folgt daraus 0 = d,,, - 2t und somit d,,, =0, d.h. ¢,, =}

m

Da m € ¥ beliebig war, sind die beiden Reihen identisch. o

[ e T
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Satz (Eindeutigkeitssatz):
Eine in einem Kreisring R = R{2(a), 0 <1y <71, < 00, analytische Funktion f
kann nur auf eine Weise in R durch eine Reihe der Form

fz)= Y calz—a)

n=—oo

dargestellt werden, namlich durch ihre Laurent-Reihe, wobei

| f(z) .
L d flirn =0, 41,42, ...,
¢ 27 Jr (z—a)nt! z urm

mit einem Weg I', der By, (a) einmal im positiven Sinn umlauft.

Beweis: Angenommen es gibt eine weitere Darstellung der Form



mit einem Weg I', der B, (a) einmal im positiven Sinn umlauft.

Beweis: Angenommen es gibt eine weitere Darstellung der Form
i ¢ (z—a)® fir z € R.
Dann gilt
0= Z dn(z—a)™ mit d, = ¢, — ¢, fiir n € Z.

Sei nun m € Z und I" € R ein positiv orientierter Kreis um a.

Dann gilt (durch Multiplikation mit (z—a) ™ ' und Integration lings I")

(o o]

Z dnJ z—a)" M dz
n=—oo
Wegen
K 2m fur k= —1
J (z—a)“dz=
r 0 sonst

folgt daraus 0 = d,, - 27ti und somit d,, =0, d.h. ¢,,, = ¢/,

Da m € Z beliebig war, sind die beiden Reihen identisch.



Bestimme die Laurent-Reihe der Funktion

f(z) = exp (1 12)

um den Entwicklungspunkt a = 1.

Es gilt
ex —ivv—n—]—i‘W‘}‘wz‘f‘ws‘f‘
p(w) = =l 200 31 T
und daher mit w =1/(1 —z),
ex ] — 1+1— 1 ] ! +]_ : +
P\1=2) ~ 1=z 210 —22 "3 0=23
e e 1)
= 1= T T T S

die Laurent-Reihe von f mit Entwicklungszentrum a = 1.
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