Komplexe Funktionen

Sommer 2018

Fortsetzung
Komplexe Integration
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Definition: (Komplexes Kurvenintegral)
Falls fur jede Zerlegungsfolge 2o, ..., 2, fur I' mit

max |Azgx| -0 firn — oo
0<k<n

und jede Wahl von Zwischenpunkten (i € I'|(,, ., ., der Grenzwert der Partialsum-
men existiert und jeweils den selben Wert ergibt, so wird der Grenzwert

n—1

lim S, = lim Zf({k)Azk =:/f(z) dz
k=0 L

n—oo n—oo

als Integral der Funktion f langs der Kurve I' bezeichnet.
Man spricht vom komplexen Kurvenintegral des Integranden f auf dem Integra-
tionsweg I'.

Eigensc



"Rezept"” zur Integralberechnung

Aufgabe: Berechne komplexes Kurvenintegral
J' f(z)dz
r

Losungsweg:
(a) Stelle den Integrationsweg I' in Parameterform dar

It z(t) fura<t<p

(b) Substituiere im Integral z = z(t), somit dz = z'(t) dt;
(c) Ersetze den Integrationsweg I" durch die reellen Grenzen o und .

(d) Berechne das Integral

p
J f(z)dz = J f(z(t))z'(t) dt.
r

x
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Eigenschaften

e Additivitat beziiglich des Integranden.
Fir zwei komplexe Funktionen f und g gilt

J(f(z)+g(z))dz=J f(z) dz+J g(z) dz.
r r r

e Homogenitat beziiglich des Integranden.
Fiir eine komplexe Funktionen f und eine Konstante ¢ € C gilt

J cf(z)dz = cj f(z) dz.
r r

e Additivitat beziiglich des Integrationsweges. Seien I} und I, zwei
Kurven, wobei der Endpunkt von I mit dem Anfangspunkt von I



ch(z) dz = er f(z) dz.

e Additivitat beziiglich des Integrationsweges. Seien I und I; zwei
Kurven, wobei der Endpunkt von Iy mit dem Anfangspunkt von I
ubereinstimmt. Dann gilt fiir die zusammengesetzte Kurve I + I3

L | fEdz= L' f(z) dz + J f(z) z

e Homogenitat beziiglich des Integrationsweges.
Sei —I" die zu I" in entgegengesetzter Richtung durchlaufene Kurve. Dann gilt

J—r f(z)dz = —J f(z) dz.

r

e Obere Schranke fiir den Betrag des Integrals.
Sei L die Lange der Kurve I". Dann gilt die Standardabschatzung



e Obere Schranke fiir den Betrag des Integrals.
Sei L die Lange der Kurve I'. Dann gilt die Standardabschéatzung

J f(z) dz
r

< L max|f(z)]
zel

Beweis: Mit M = max,¢r |f(z)| gilt die Abschatzung

n-—1 n—1
< ) If(G)llAz <M ) 1Az < ML
k=0 k=0

n—1
Z f(Cx)Azy

k=0

|Sn|==

fir die n-te Partialsumme und somit |S,,| < ML fiir alle n € N.
Durch den Grenzubergang n — oo folgt die Behauptung.



tur die n-te Partialsumme und somit |5,,] < ML turallen € N
Durch den Grenzubergang n — oo folgt die Behauptung.

Satz: (Cauchyscher Integralsatz)
Sei f: D — W auf dem einfach zusammenhangenden Gebiet G C D analytisch.
Dann gilt fur jede geschlossene Kurve I' C G

/Ff(z) dz = 0.



Folgerung des
Cauchyschen Integralsatzes

Annahme: I' umlaufe den Einheitskreisrand einmal im positiven Sinne

Beispiel 1: f(z) = z ist analytisch auf ganz C. Somit ist der Cauchysche
Integralsatz anwendbar und es gilt

[ zdz=0.
Jr
Beispiel 2: Fiir f(z] — z ist der Cauchysche Integralsatz nicht anwendbar, denn
f ist in keinem Gebiet analytisch. Es gilt
I Zdz =2mi.
-
Beispiel 3: Die Funktion f(z) = 1/z ist analytisch in dem Gebiet C* (0).

Allerdings ist T {0} nicht einfach zusammenhangend und somit ist der
Cauchysche Integralsatz nicht anwendbar. Es gilt

[ 1

’ = dz = 2mi.

rz

Folgerung: (Wegunabhangigkeit des Kurvenintegrals)
* Voraussetzungen:

— Sei [ analytisch im einfach zusammenhingenden Gebiet .

— Seien 1y und I'z zwei Wege in ¢ mit denselben Anfangs- und Endpunk-
ten zy und 2.

e Mit dem Cauchyschen Integralsatz gilt:

/ fizydz=0,
-1y
* Damit folgt aber ) )
/ Hzydz = [ fiz)dz
r. Ty
e Das Integral hangt nur vom Anfangs und Endpunkt des Weges ab:

51
S dz= / Flz) dz
Jry a
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Annahme: I' umlaufe den Einheitskreisrand einmal im positiven Sinne.

Beispiel 1: f(z) = z ist analytisch auf ganz C. Somit ist der Cauchysche
Integralsatz anwendbar und es gilt

J zdz = 0.
r

Beispiel 2: Fiir f(z) = zZ ist der Cauchysche Integralsatz nicht anwendbar, denn
f ist in keinem Gebiet analytisch. Es gilt

J zdz = 27mi.
r

Beispiel 3: Die Funktion f(z) = 1/z ist analytisch in dem Gebiet C \ {0}.
Allerdings ist C \ {0} nicht einfach zusammenhangend und somit ist der
Cauchysche Integralsatz nicht anwendbar. Es gilt

1
J — dz = 2mi.
r 2

Folgerung: (Wegunabhangigkeit des Kurvenintegrals)

e Voraussetzungen:
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1
J — dz = 2mi.
r Z

Folgerung: (Wegunabhangigkeit des Kurvenintegrals)
e Voraussetzungen:

— Sei f analytisch im einfach zusammenhangenden Gebiet G.

— Seien I'y und I's zwei Wege in G mit denselben Anfangs- und Endpunk-
ten zg und 2.

e Mit dem Cauchyschen Integralsatz gilt:

/ f(z) dz=0.
I —Ts

e Damit folgt aber
f(2)dz= | f(z) dz
I, Iy

e Das Integral hangt nur vom Anfangs und Endpunkt des Weges ab:

[ 1) dz = / f(2) dz



Konstruktion von
Stammfunktionen

Avsgangspunkt: Betrachts fir festes 2o € G und analytisches [ die Funktion

= flciac fiir

Behauptung: Die Funktion b=, 5t analytisch und es gilt

furalez £ G. 0

Satz: (Hauptsatz der komplexen Integralrechnung)
Sei [ analytisch in einem einfach zusammenhangenden Gebiet G und sei zg € G.
Dann ist die Funktion

Fu(e) = [ 10 &
fur z € G analytisch und es gilt

F. =f aufG.

Definition: (Stammfunktion)
Sei F analytisch in einem einfach zusammenhingenden Gebiet G mit F' = f.
Dann heiBt /' Stammfunktion von f auf G. o

Bemerkungen

o Errcicht: Wir hadsn cine Forme, dis &5 erlaubt, “wis in der Schule” zu
e

!

» Frages Vs aber mit Integralen fiir Gebiste G, Ge nicht sinfach zussm-
monhangsnd sind?

» Prablem: Cancryscher Iatepraliate st dann acht anmendbarl
I ]

® Falls abor cas van I umschlossan Gebsol ganz in ( lingt sa st dor Caochyschi
Integraisatz anwandbar



Ausgangspunkt: Betrachte fiir festes zo € G und analytisches f die Funktion

on(z):J {0 de firzeG.

Z0

Behauptung: Die Funktion F,_ ist analytisch und es gilt
F;O (z) = f(z) fur alle z € G. o



Satz: (Hauptsatz der komplexen Integralrechnung)
Sei f analytisch in einem einfach zusammenhangenden Gebiet G und sei zg € G.
Dann ist die Funktion

Foo(2) = / T 1(0) de

fur z € G analytisch und es gilt

F. =f auf G.

Definition: (Stammfunktion)
Sei F' analytisch in einem einfach zusammenhangenden Gebiet G mit F/ = f.
Dann heit F' Stammfunktion von f auf G.

Bemerkungen:

e Erreicht: Wir hahen eine Farmel die es erlanht “wie in der Schule” 7u



Bemerkungen:

e Erreicht: Wir haben eine Formel, die es erlaubt, “wie in der Schule” zu
integrieren!

e Frage: Was aber mit Integralen fur Gebiete G, die nicht einfach zusam-
menhangend sind?

e Problem: Cauchyscher Integralsatz ist dann nicht anwendbar!

e Falls aber das von I' umschlossene Gebiet ganz in GG liegt, so ist der Cauchysche
Integralsatz anwendbar!



Zwelifach
zusammenhangen
Gebiete

Bemerkungen: (Nicht einfach zusammenhangende Gebiete)
® Sei G ein zweifach zusammenhingendes Gebiet (G hat genau ein Loch L). u: :‘
e Seien T'; und I'; zwei positiv orientierte geschlossene Wege, die L einmal
umlaufen. W 4

o Verbinde I'; und Ty durch zwei weitere geschlossene Kurvenstiicke T und ',
die in G liegen.

o Cauchyscher Integralsatz: Fur § analytisch auf 3 gilt:

/_-"dz 0 und /}'rl: )
e S

o Weiter gilt

1‘""{_.[#"_[.f_‘/.-.,'{_j..'f_ﬁ.,'f_u

» Damit folgt:
fde= / Jdz
Jr,

C

Satz: (Verallgemeinerung des Cauchyschen Integralsatzes)
Sei f analytisch in einem zweifach zusammenhangenden Gebiet G mit Loch L.
Dann besitzt das Integral

/f[:) dz

Jr

langs jeder geschlossenen Kurve in G, die L einmal im positiven Sinne umlauft,
denselben Wert.

B rkur

e
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Bemerkungen: (Nicht einfach zusammenhangende Gebiete)

e Sei G ein zweifach zusammenhangendes Gebiet (G hat genau ein Loch L).

e Seien I'; und I'; zwei positiv orientierte geschlossene Wege, die L einmal
umlaufen.

Verbinde I'; und I's durch zwei weitere geschlossene Kurvenstiicke I und I',
die in GG liegen.

Cauchyscher Integralsatz: Fir f analytisch auf G gilt:

fdz=0 und fdz=0
FI I‘II

Weiter gilt:

St fut = o L= =

Damit folgt:
/ f dz:/ fdz
r, Iy



rolgt:
fdz= f dz

'y 'y

Satz: (Verallgemeinerung des Cauchyschen Integralsatzes)
Sei f analytisch in einem zweifach zusammenhangenden Gebiet G mit Loch L.

Dann besitzt das Integral
[ 1) ¢z
r

langs jeder geschlossenen Kurve in GG, die L einmal im positiven Sinne umlauft,
denselben Wert.



Cauchysche
Integralformel

Vorbemerkungen

o Sei (4 wieder einfach zusammenhingendes

ehiet

o [ sei eine einfach geschlossene positiv erientierte Kurve in

I umlaufen wird

nalytisch aut (7

Beobachtung: Die Funktion

a
ist analytisch auf dem zweifach zusammenhingenden Gebiet (7' = " {a}.

©

Satz: (Cauchysche Integralformel)

Sei f analytisch in einem einfach zusammenhangenden Gebiet G und sei I eine
geschlossene positiv orientierte Kurve in (. Dann gilt fiir jeden Punkt a € (&, der
von I' umlaufen wird, die Cauchysche Integralformel

fla) = ‘)Ilr_?. /I‘ 3[(;?7 dz.

Bemerkungen:

= Interpretation. [z Werlz einer anslybschzn Funkien Ji
¢ < G die won T 2 & umlaufen werdes, vollstardiz durch d
auf I hestimmt,

o Folgening: Falls ¥ im Inacren des wen 1" umlzaforden Gebieres aogoiedet
wird, abar nicht aid I, 50 ist die daszus resaltizrende Fundtion { richt meke
analytisc.

» Folgerung: Stmmer zwe analytischs Lunksicnee § und g aui
stmmer sie ouf dem von | unschlussenen Gebist Ubsrsir {dh.
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Vorbemerkungen:
e Sei (G wieder einfach zusammenhangendes Gebiet.
e [ sei eine einfach geschlossene positiv orientierte Kurve in G.
e a € (5 sel ein Punkt, der von I' umlaufen wird.

e f sei analytisch auf GG.

Beobachtung: Die Funktion
f(2)

<z — Q

g9(z) =

ist analytisch auf dem zweifach zusammenhangenden Gebiet G’ = G\{a}.

3
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ist analytisch auf dem zweifach zusammenhangenden Gebiet G’ = G\{a}.

&)

Satz: (Cauchysche Integralformel)
Sei f analytisch in einem einfach zusammenhangenden Gebiet G und sei I' eine

geschlossene positiv orientierte Kurve in G. Dann gilt fur jeden Punkt a € G, der
von I' umlaufen wird, die Cauchysche Integralformel

fla) = Y G dz.

2T Jr z —a

Bemerkungen:

¢ Interpretation: Die Werte einer analytischen Funktion f(z) sind fiir alle

~ —~



Bemerkungen:

e Interpretation: Die Werte einer analytischen Funktion f(z) sind fir alle
z € G, die von I' C G umlaufen werden, vollstandig durch die Werte von f
auf I' bestimmt.

e Folgerung: Falls f im Inneren des von I' umlaufenden Gebietes abgeandert
wird, aber nicht auf I'', so ist die daraus resultierende Funktion f nicht mehr
analytisch.

e Folgerung: Stimmen zwei analytische Funktionen f und g auf I' uberein, so
stimmen sie auf dem von I' umschlossenen Gebiet uberein (d.h. f = g).
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Anwendungen der
Cauchyschen
Integralformel

Satz (Maximumprinzip): Sei f eine analytische Funktion auf einem Gebiet G

Satz (Mittelwerteigenschaft): Der Wert einer analytischen Funktion f im
Mittelpunkt einer in ihrem Definitionsbereich enthaltenen Kreisscheibe stimmt
mit dem Mittelwert von f auf dem Kreisrand uberein

Bewdis: Sei f analytisch uf G. 0 & G. und s T ein in G enthakener positiv
orieatierter Krisrand um a mit Radiss 1. der a einmal umisuft. Dann git de

Caudhysche Integralionme

buw. (wie bereits mit der Parametriserung 2(1) « @ + re'* hergeleter)
fla) = - fla+re') de
2,

Die rechte Seite beschrebt den Mittelvert vos f aef I

: Jedes Polynom vom Grad n > 1

atz der Algebra)
eine Nullstelle in der k I

Ebene.
(4

Falls es einen Punkt zo € G gibt mit

so ist T auf G konstant

f(z)| < |f(zo) fiir allez € G,

Satz: Sei f eine analytische Funktion auf einem beschrankten Gebiet G. Sei
weiterhin f stetig auf G und nicht konstant. Dann nimmt die Funktion |f(z)|
ihren maximalen Wert nur auf dem Rand von G an

Beweis: Angenommen

fl nimmt ihr Maximum im Inneren von G an. Dann ist f

nach dem Maximumprinzip konstant. Dies widerspricht der Annahme.
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Satz (Mittelwerteigenschaft): Der Wert einer analytischen Funktion f im
Mittelpunkt einer in ihrem Definitionsbereich enthaltenen Kreisscheibe stimmt
mit dem Mittelwert von f auf dem Kreisrand uberein.

Beweis: Sei f analytisch auf G, a € G, und sei I" ein in G enthaltener positiv
orientierter Kreisrand um a mit Radius r, der a einmal umlauft. Dann gilt die
Cauchysche Integralformel

1 [ f(2)
fla) = 2mi L— z—a dz

bzw. (wie bereits mit der Parametrisierung z(t) = a + re'' hergeleitet)

1 27 .
fla) = —J f(a+ re'') dt.
27 ),

Die rechte Seite beschreibt den Mittelwert von f auf I'.
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Satz (Maximumprinzip): Sei f eine analytische Funktion auf einem Gebiet G.
Falls es einen Punkt zo € G gibt mit
If(z)] < |f(zo)l fur alle z € G,

so ist f auf G konstant.

Beweisskizze:
S(zo)| = | f(2)] fur alle z € G.

o2m
/ Flzo + re't) dt
0

TR (o 4 ity s < BRI
= M < 2_/’ |f(z0 + re ,Mf;%v/“ M dt = M.

e Sei zy € G maximal mit M :

e Mittelwerteigenschaft:

» 1
M = ‘_’{:[‘VJ‘Z‘)_

e Damit folgt
flzo+re’)| =M Ffir0 <t <2m.

e Also ist | f| auf jedem in GG gelegenen Kreis um 2 konstant.

e Man kann das gesamte Gebiet G mit Kreisscheiben iiberdecken, also | f| = M
auf ganz G.

e Mit Cauchy-Riemannschen DGLn folgt f = M auf ganz .



ric.

Beweisskizze:
e Sei zp € G maximal mit M = |f(z9)| > |f(2)] fur alle z € G.

e Mittelwerteigenschaft:

1 271’ )
M o= |f(z)l = o= || flao+re) di
T |Jo
1 27 ' 27
= M < — |f(z0 +re)| dt < — M dt = M.
27T 0 27T 0
e Damit folgt

|f(zo +re)| =M fir0 <t <2m.
e Also ist |f| auf jedem in G gelegenen Kreis um z, konstant.

e Man kann das gesamte Gebiet G mit Kreisscheiben tiberdecken, also |f| = M
auf ganz G.

e Mit Cauchy-Riemannschen DGLn folgt f = M auf ganz G.



e Alsoist | f| auf jedem in G gelegenen Kreis um z, konstant.

e Man kann das gesamte Gebiet (G mit Kreisscheiben tiberdecken, also | f| = M
auf ganz G.

e Mit Cauchy-Riemannschen DGLn folgt f = M auf ganz G.

Satz: Sei f eine analytische Funktion auf einem beschrankten Gebiet G. Sei
weiterhin f stetig auf G und nicht konstant. Dann nimmt die Funktion |f (z)|
thren maximalen Wert nur auf dem Rand von G an.

Beweis: Angenommen, |f| nimmt ihr Maximum im Inneren von G an. Dann ist f
nach dem Maximumprinzip konstant. Dies widerspricht der Annahme.
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Die rechte Seite beschreibt den Mittelwert von f auf I'.

Satz (Fundamentalsatz der Algebra): Jedes Polynom vom Grad n > 1

4

besitzt mindestens eine Nullstelle in der komplexen Ebene.



Cauchysche
Integralformel
fur Ableitungen

Voraussetzungen:
® Sei f analytisch in G

o [ eine einfach geschlossene positiv orienterte Kurve in G,

g: Emeutes ( ) Differenzieren des Integranden
o das Innere Gy des von [ umschlossenen Gebietes gehdre ganz zu G, Gr © G. .
d n
f 1,2,3,...,
Cauchysche Integralformel: Az (C—z)net urn=1,
o= [ Mg foraslezec liefert ie Darstellung
T
. o 1(Q) § .
Differentiation: Nun gilt () = g=fz i) T fiir alle z € Gr
d 1
oI fir die hoheren Ableitungen ™) von f fir n = 1,2,3,
und somit 1
fiz) = 5 J
m (2

Satz (Cauchysche Integralformel fiir die Ableitungen): Seif in einem
Gebiet analytisch. Dann existieren alle Ableitungen von f in G, und diese
Ableitungen sind jeweils analytisch in G. Weiterhin gilt fiir eine einfach
geschlossene positiv orientierte Kurve I' C G, deren Inneres G ganz in G liegt,
die Cauchysche Integralformel

. n! f(C)
n,) — r e = .
i (z) i L_ =zt dc fiir alle z € Gy

fiir die Ableitungen '™ von f firm =1,2,3,....

Bemerkungen.

rre die Cauckasche In




Voraussetzungen:
e Sei f analytisch in G;
e [" eine einfach geschlossene positiv orientierte Kurve in G.

e das Innere G des von I" umschlossenen Gebietes gehore ganz zu G, Gr C G.

Cauchysche Integralformel:

f(z)=L,I fld) dl fur alle z € Gr
2mi )r (—2z

Differentiation: Nun gilt

a1
dz{—z (C{—2z)2

und somit

[ f(Q) |
f(z) = = Jr -2 dC fur allez € Gr



Verallgemeinerung: Erneutes (wiederholtes) Differenzieren des Integranden,

d™ 1 n!
— f =],2, yeeey
an iz ((—zn+ urn 3

liefert die Darstellung
d" n! J f(C)

(n) I —_—
P =gm @ =q | Toome

dl fur alle z € Gr

fiir die hoheren Ableitungen f'™ von f firn =1,2,3,....



;dC fur alle z € Gp

Satz (Cauchysche Integralformel fiir die Ableitungen): Sei f in einem
Gebiet analytisch. Dann existieren alle Ableitungen von f in G, und diese
Ableitungen sind jeweils analytisch in G. Weiterhin gilt fiir eine einfach
geschlossene positiv orientierte Kurve I' C G, deren Inneres G ganz in G liegt,
die Cauchysche Integralformel

n! J’ f(()

(n) o
PR =2 | [T

2mi
fiir die Ableitungen f'™) von f fiirm =1,2,3,....

dl fiir alle z € Gr

Bemerkungen:

e Fur n = 0 liefert die obige Formel die Cauchysche Integralformel fur f.



Bemerkungen:

e Fur n = 0 liefert die obige Formel die Cauchysche Integralformel fur f.

e Es gilt der Grundsatz einmal holomorph, immer holomorph:
Eine analytische Funktion f lasst sich in ihrem Definitionsbereich beliebig oft

differenzieren.
Oder: Ist f in G komplex diff'bar, so existieren alle Ableitungen f(™) in G

(n=1,2,...).
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