Komplexe Funktionen

Sommer 2018

Ebene Potentialprobleme



Erinnerung und
Motivation

Definition: (Gebiet in C)
Ein Gebiet ist eine

d |

offene P

ge in C.

Beispiele: Die folgenden Punktmengen komplexer Zahlen sind Gebiete

® die komplexe Ebene C

o die aufgeschnittene komplexe Ebene C;

o die komplexe Ebene ohne die Punkte z; ~ 0, z,
® die offene Einheitskreisscheibe (z € C||z/ < 1}

o =in Kreisring ohne Rand, 2B, {z £ C13 < 2| < 7).

Definition: Eine komplexe Funktion f(z), z € D(f), heifit analytisch
(bzw. ho ). falls die beiden folgenden Bedingungen erfiillt sind.

o D(f) ist ein Gebiet;

o fist in jedem Punkt z € D(f) komplex differenzierbar.

Bemerkung: Die obige zweite Brcingung izt jewsils icuivalent zu den becen
folgidun Bee

* Real- il won { geniigen in jedwm Punkt 2 & DIF) den

Cauchy-Riemanescren Differentizglechurgen;

« dic Funktico { besitat o jodem Puskt ¢ D 1) éne Ableiting

Ziel: Losung ebener Potentialprobleme mittels konformer Abbildungen f.

Dazu: Konstruiere konforme Transformationen.



Definition: (Gebiet in C)
Ein Gebiet ist eine zusammenhangende offene Punktmenge in C.

Beispiele: Die folgenden Punktmengen komplexer Zahlen sind Gebiete.
e die komplexe Ebene C;
e die aufgeschnittene komplexe Ebene C;
e die komplexe Ebene ohne die Punkte z; =0, z; =1, z3 = 1;
e die offene Einheitskreisscheibe {z € C||z| < 1};

e ein Kreisring ohne Rand, z.B. {z€ C|3 < |z| < 7}.



Definition: Eine komplexe Funktion f(z), z € D(f), heiBt analytisch
(bzw. holomorph), falls die beiden folgenden Bedingungen erfiillt sind.

e DI(f) ist ein Gebiet;

e f ist in jedem Punkt z € D(f) komplex differenzierbar.

Bemerkung: Die obige zweite Bedingung ist jeweils aquivalent zu den beiden
folgenden Bedingungen.

e Real- und Imaginarteil von f genugen in jedem Punkt z € D(f) den
Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen;

e die Funktion f besitzt in jedem Punkt z € D(f) eine Ableitung.



Definition: (konforme Abbildung)

Eine Abbildung f : D(f) — W(f), unter der alle Winkel (und deren Orientierung)
erhalten bleiben, heiBt winkeltreu bzw. konform.



Ziel: Losung ebener Potentialprobleme mittels konformer Abbildungen f.
Dazu: Konstruiere konforme Transformationen.



Konforme
Transformation

Vorbemerkungen:

® Sei f : (7 — (' analytisch, bijektiv, und konform (d.h. winkeltrau) fiir Gebiete
GG ol

« Es existiert eine Umkehrabbildung /=% : G* — G mit
= V) far ow= fiz,
{(z=x+iye Gund w=u—iveG)

o Sei & reelwertige zweimal stetig diff 'bare Funktion:

P fy) s i y) PO, 2oL

Bemerkung: (Anwendungen)

Definition: (konforme Transformation)

Mit obigen Voraussetzung

Die so definierte Abbildun
mit der Abbildung f.

en gibt es eine Abbildung
V=0(f1):G >R

\ f
g ¥ heiBt konforme Transformation von &

Im folgenden werden wir @ und W als Potentiale auffassen

e elektrostatische Potentiale,

e Stromungspotentiale,

e Temperaturfelder, etc.



Vorbemerkungen:

e Sei f: G — G’ analytisch, bijektiv, und konform (d.h. winkeltreu) fiir Gebiete
G,G" c C.

e Es existiert eine Umkehrabbildung f~! : G’ — G mit
e=f"Hw) fir w=f(2),
(z=zxz+iye Gund w=u+ivedG).
o Sei O reelwertige zweimal stetig diff’bare Funktion:

Q:(z,y) — P(x,y) = P(2) R, ze€d.



Definition: (konforme Transformation)
Mit obigen Voraussetzungen gibt es eine Abbildung

U:=0(f1):G =R

Die so definierte Abbildung W heilt konforme Transformation von ®
mit der Abbildung f.



Bemerkung: (Anwendungen)
Im folgenden werden wir ® und V¥ als Potentiale auffassen:

e clektrostatische Potentiale,
e Stromungspotentiale,

e Temperaturfelder, etc.



Komplexer
Gradient

Definition: (Komplexer Gradient)
Der komplexe Gradient einer reellwertigen Funktion
O : (z,y) — ®(z,y) € R ist definiert als die Funktion

grad(®(z,y)) = @z(z,y) +iPy(z, y).

Bemerkungen:
e Der komplexe Gradient fasst den iiblichen Gradienten als komplexe Zahl auf.
e Entsprechend ist der komplexe Gradient von ¥ gegeben durch

grad(U(u,v)) = U, (u, v) + 1%, (u,v).

Frage: Wie verhalten sich komplexe Gradienten unter konformen Transformationen?
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Definition: (Komplexer Gradient)
Der komplexe Gradient einer reellwertigen Funktion
¢ : (z,y) — P(z,y) € R ist definiert als die Funktion

grad(®(z,y)) = ®x(z,y) + Z(I)y(x7y)

Bemerkungen:
e Der komplexe Gradient fasst den ublichen Gradienten als komplexe Zahl auf.

e Entsprechend ist der komplexe Gradient von ¥ gegeben durch

grad(V(u,v)) = ¥y (u,v) + iV, (u, v).



grad(V(u,v)) = ¥y (u,v) + 1V, (u, v).

Frage: Wie verhalten sich komplexe Gradienten unter konformen Transformationen?

1



Tranformationen
komplexer Gradienten

Satz: (Erster Transformationssatz)
Geht W durch Transformation mit der analytischen
Abbildung f aus ® hervor, so gilt

grad(®)(2) = grad(¥)(w) - f'(2),

wobei w = f(z).

Bemerkung: (Laplace-Operator)

Folgerung: Geniigt ¢ der Laplace Gleichung Ad = 0, so folgt Bei vielen Potentialoroblemen ist die GréBe

AV =0 AP=AG=0, +b,,

Beweis: Mit der Konformitat von J gilt f'{z) £0 bekannt
Aber dann folgt die Behauptung unmittelbar aus nalt sich die Transformation ¥ unter dem Laplace-Operator?

rte ergeben sich fur

AW =AW =W, + W, o

A,® = AT (=)

Satz: (Zweiter Transformationssatz)
Geht W durch Transformation mit der analytischen
Abbildung f aus ® hervor, so gilt

A:q’ = Au"l,) : |f’(2)|2-

wobei w = f(z).
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Satz: (Erster Transformationssatz)
Geht ¥ durch Transformation mit der analytischen
Abbildung f aus ® hervor, so gilt

grad(®)(z) = grad(¥)(w) - f'(2),

wobei w = f(z).

D mcleciaas. (1 alad Na a2



Bemerkung: (Laplace-Operator)
Bei vielen Potentialproblemen ist die GroBe

AD =A,P =D,y + Dy,

bekannt.
Frage: Wie verhalt sich die Transformation W unter dem Laplace-Operator?
D.h. welche Werte ergeben sich fur

AV = Aw\IJ = Wu + Yy e




Satz: (Zweiter Transformationssatz)
Geht ¥ durch Transformation mit der analytischen
Abbildung f aus ® hervor, so gilt

Az(I) — Awqj) ' |f,(z)|27

wobei w = f(2).



Folgerung: Genugt ® der Laplace-Gleichung A® = 0, so folgt:
AV =0

Beweis: Mit der Konformitat von f gilt f/'(z) # 0.
Aber dann folgt die Behauptung unmittelbar aus

A® =AY |f(2)]*



Harmonische
Funktionen

Definition: (harmonische Funktion)
Eine Funktion f, die in einem Gebiet G der Laplace-Gleichung

Af=0

geniigt, heiBt harmonisch in G.

Bemerkung: Damit gilt: harmonische Funktionen gehen unter
konformen Transformationen in harmonische Funktionen iiber.

Satz:
Falls ' — w | de, J < CF{R?), analytisch auf cinem Gebiet € ist, so gilt
A auf (7,
Satz: Av = auf (7,
Sei u = u(wx, ) auf einem Gebiet GG harmonisch. d.h. es gelte Au = (. o o )
Dann gibt es eine Funktion v — »{x, y!, so dass die Abbildung [ — u | an auf ¢ d.h. Real- und Imaginarteil von f sind jeweils harmonisch auf GG
analytisch ist.

e Beweis



Definition: (harmonische Funktion)
Eine Funktion f, die in einem Gebiet G der Laplace-Gleichung

Af =0

genugt, heiBt harmonisch in G.

Bemerkung: Damit gilt: harmonische Funktionen gehen unter
konformen Transformationen in harmonische Funktionen uber.

C s



Satz:
Falls f = u +iv, f € C?(R?), analytisch auf einem Gebiet G ist, so gilt

Au Ugg + Uyy = 0 auf G,
Av = gz +vy, =0 auf G,

d.h. Real- und Imaginarteil von f sind jeweils harmonisch auf G.

Beweis:
AU = Ugy + Uyy = ("u‘:z:>:1:r + (‘“-"y )y — Uyx — Ugy = 0.

Analog: Av = 0.



Satz:

Sei u = u(z,y) auf einem Gebiet G harmonisch, d.h. es gelte Au = 0.

Dann gibt es eine Funktion v = v(z,y), so dass die Abbildung f = u + iv auf G
analytisch ist.



Ebene
Potentialprobleme

Losungsskizze fiir ebene Potentialprobleme:
o Hilfsmittel: Transformationssatze
e ldee: Verwende konforme Transformationen

o Gegeben: Potentialproblem in der z-Ebene
(pl k Et ysikalische K lina

o Transformation: Transformiere das Problem konform in die w-Ebene
(N |

e Vereinfachung: Lése das Problem (leicht) in der Modellebene

e Losung: Riicktransformation in die z-Ebene liefert Losung
(physikalis ¢

Beispiel. {Temperaturvertelung ‘m Zyl'nder)

Gegeben: Homogener Zylinder senkrecal zur z-Ebene mit [belisbigem) Guer-
scanitt Q.

* Annahmen:

Oberflact ur sei z&tu

~ Oherflachentemperatur sti konstant hei konstantem 2,

Frage. Wia sieht die Temperaturverteilung & im Inneren des Zylinders aus,
wenn d'z Temseratur am Rand I mit diz). 2 © 1 gemessen wird”

Maodellierung: Nach der VWirmele lungsglechung genigl die Temperatur &
der Lazlace-Gle'chung

At O nd
Zusitzlich yelten die Dirichlet- Randbedinganger

Pzl - dpf2) firz ol

Aufgabe: Lésa das obige Dirichlet-Froblem.



Losungsskizze fur ebene Potentialprobleme:
e Hilfsmittel: Transformationssatze
e ldee: Verwende konforme Transformationen

e Gegeben: Potentialproblem in der z-Ebene

e Transformation: Transformiere das Problem konform in die w-Ebene

e Vereinfachung: Lose das Problem (leicht) in der Modellebene

e Losung: Rucktransformation in die z-Ebene liefert Losung



Beispiel: (Temperaturverteilung im Zylinder)

e Gegeben: Homogener Zylinder senkrecht zur z-Ebene mit (beliebigem) Quer-
schnitt Q.

¢ Annahmen:

— Oberflachentemperatur sei zeitunabhangig

— Oberflachentemperatur sei konstant bei konstantem z.

e Frage: Wie sieht die Temperaturverteilung ® im Inneren des Zylinders aus,
wenn die Temperatur am Rand I" mit ®y(z), z € I' gemessen wird?

e Modellierung: Nach der Warmeleitungsgleichung gentgt die Temperatur ®

der Laplace-Gleichung
AP =0 inG.

Zusatzlich gelten die Dirichlet-Randbedingungen

O(z) = Pg(z) firzel.

e Aufgabe: Lose das obige Dirichlet-Problem.



Ebene stationare
Stromung

Betrachte:
o zeitunabhangige ebene Stromungen von

o idealen (d.h. reibungsfeien) und inkompressiblen Fliissigkeiten;
o die Stromungen seien quellenfrei und wirbelfrer,

e dabei bezeichne
qlx,y) = (q1(x,y), q2(x,y)}

den Geschwindigkeitsvektor der Stromungen im Punkt (x,y).

. . Analysis I11: Mit der Wirbelfreiheit rot{q} — 0 ist das Differential
Zusammenfassung: Das Geschwindigkeitspotential @ einer quellen- und

wirbelfreien Strémung einer idealen kompressiblen Fliissigkeit ist harmonisch, qiix,yldx —q2ix,y)dy
d.h, es gilt R . 2 §
g integrabel, d.h. es gibt eine Funktion @ : B* — #* mit
AQ = Q.
q = grad[d)
Umkehrung: Jede harmonische Funktion @, Ad — ¢, ldsst sich als bzw.
Gesct Jigkeitspotential einer quellen- und wirbelfreien Strémung 1 = ad und 4 = ad
interpretieren. dx Ty
Beobachtung: Verwendet man die Bedigung (an die Wirbe freibet von q)
20 2 Definition: Die Fusktios @ mit q ~ grad|® | heiflt Potent talatstnung
W= (ud 2= 3 bew, das Genchyindigheitapoteatial dew Swimwny.
s0 gt fur die Queleafreheit, diviq)l = 0, die Bedingung Erinnerung: Eine Potentialstromung st stets wirbelfrer, denn sot(q) = O folgt
a P snmittelbar avs q = grad(©'
ap - 200,

EIS T
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Betrachte:
e zeitunabhangige ebene Stromungen von

e idealen (d.h. reibungsfeien) und inkompressiblen Fliissigkeiten;

e die Stromungen seien quellenfrei und wirbelfrei,

e dabei bezeichne
Q(X,U) — (Ch (x,y), qZ(xyy))

den Geschwindigkeitsvektor der Stromungen im Punkt (x,y).

e Quellenfreiheit bedeutet

d i LI R,
iviq] : + N 0

e Wirbelfreiheit bedeutet

ﬂq; 0q| 0

rotiq) = ax — ag




e Quellenfreiheit bedeutet

div(q) =

e Wirbelfreiheit bedeutet

rot(q) =

aq1 aqz
0x oy
0q2 0(
0x Yy



Analysis Ill: Mit der Wirbelfreiheit rot(q) = 0 ist das Differential
q1(x,y)dx + q2(x,y)dy
integrabel, d.h. es gibt eine Funktion @ : R? — R? mit
q = grad(®)

bzw.



Definition: Die Funktion ® mit q = grad(®) heit Potentialstrémung
bzw. das Geschwindigkeitspotential der Stromung.

Erinnerung: Eine Potentialstrémung ist stets wirbelfrei, denn rot(q) = 0 folgt
unmittelbar aus q = grad(®D).



Beobachtung: Verwendet man die Bedingung (an die Wirbelfreiheit von q)

R
q1_6x in qz_ay’

so gilt fiir die Quellenfreiheit, div(q) = 0, die Bedingung

220 2D

AD = — + —5 =
ax2+6y2

0



1]

Zusammenfassung: Das Geschwindigkeitspotential @ einer quellen- und

wirbelfreien Stromung einer idealen kompressiblen Fliissigkeit ist harmonisch,
d.h. es gilt

AD = 0.

Umkehrung: Jede harmonische Funktion @, A® = 0, lasst sich als

Geschwindigkeitspotential einer quellen- und wirbelfreien Stromung
Interpretieren.



Harmonische
Funktionen

Tranformationen
komplexer Gradienten

Ebene
Potentialprobleme

Konforme
Transformation

Erinnerung und Ebene stationiire
Motivation Stromung




