Komplexe Funktionen
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Stereographische und Mobius Transformation



Vorbemerkungen

Vorbemerkung: (Rationale Funktion)
Wir werden im folgenden Rationale Funktionen der Form

p(z)
q(z)

R{z) =

mit Polynomen p,q: C — T untersuchen.
Fiir die Nullstellen von g(z) ist R nicht definiert.

Bemerkung: (Rechenregeln fir C*)

Vereinbarungen: Zusatzlich zu den iblichen Rechenregeln in © vereinbaren wir fiir £*:
o SchlieBe Liicken im Definitionsbereich von R durch: etoc —oo firas ©
Riz): falls g{z) = 0 {Zx piz) £ Q). a-oc —oo firas TL{0}
2 =0 firas C
~

« Wir definieren die Erveiterung der komplexen Zahlenebene & = U {oo}
Achtung: Die Verkniipfungen D o und oc + oo lassen sich nicht widerspruchsfrei

o Wir nennen o den unendlich fernen Punkt. T
definieren!

Bemerkung: (Topologische Bedeutung)
e Die erweiterte komplexe Ebene T ist ein topologischer Raum.

e Fiir eine komplexe Zahlenfolge {z.},, 2 < 0 gilt

, 1 \
Zy = in—=oc) & — —=0(n—o).
Z

o (7 ist folgenkompakt, d.h. jede Folge in 2* besitzt einen Haufungspunkt.

o Wir bezeichnen C* als Kompaktifizierung von 1,
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Vorbemerkung: (Rationale Funktion)
Wir werden im folgenden Rationale Funktionen der Form

mit Polynomen p,q : C — C untersuchen.
Fir die Nullstellen von q(z) ist R nicht definiert.



Vereinbarungen:

e SchlieBe Liicken im Definitionsbereich von R durch:

R(z) := 00, falls q(z) =0 (&x p(z) #0).

e Wir definieren die Erweiterung der komplexen Zahlenebene C* = C U {o0o}.

e Wir nennen oo den unendlich fernen Punkt.



Bemerkung: (Rechenregeln fiir C*)
Zusatzlich zu den ublichen Rechenregeln in C vereinbaren wir fur C*:

a+00 =00 furae C
a-00 :=o0 fiurae C\{0}
2 -0 firae C

00

Achtung: Die Verknupfungen 0 - oo und oo & oo lassen sich nicht widerspruchsfrei

definieren!



Bemerkung: (Topologische Bedeutung)
e Die erweiterte komplexe Ebene C* ist ein topologischer Raum.
e Fiir eine komplexe Zahlenfolge {zy, }n, zn # 0 gilt

1
Zn > 00 (n—>00) & — =0 (n— o).
20

o C* ist folgenkompakt, d.h. jede Folge in C* besitzt einen Haufungspunkt.

e Wir bezeichnen C* als Kompaktifizierung von C.



tereographische
Projektion

Definition. {Stereographische Prejestion)
Die Abbildung P : &' — C* die jedem X € 57, X # N
stofpunkt P{X) der Geraden durch X und N durch die X,
mit PIN) = o, heiBt sterzograpaische Projekton.

IX € B |X] =1} die Rie

Uemerkwngen.

0,1)7 den Durch-
+~Ebene zuordnet,

sche Zablenkugel.
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Notation: (Spharisches Bild)
Das spharische Bild U € 82 einer Menge B € C* sei das
Urbild der stereographischen Projektion, so dass P{I/) = BB.

Geometrische Interprotation s

Satz: Fiir die stereog ische Pr gelten folgende Eigenschaften.

o Das sphirische Bild einer Geraden in C* ist ein Kreis auf 3%, der durch N
geht.

o Ein Kreis auf 5%, der durch N geht, wird durch die stereographische
Projektion auf eine Gerade in C* abgebildet.

o Das spharische Bild eines Kreises in T ist ein Kreis auf &2, der nicht durch
N geht.

o Ein Kreis auf 5%, der nicht durch N geht, wird durch die stereographische
Projektion auf einen Kreis in C abgebildet.

o Die stereographische Projektion ist kreistreu
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Definition: (Stereographische Projektion)

Die Abbildung P : S? — C* die jedem X € S?, X # N = (0,0,1)" den Durch-
stoBpunkt P(X) der Geraden durch X und N durch die X;-X5-Ebene zuordnet,
mit P(IN) = oo, heiBt stereographische Projektion.

Dabei ist S? := {X € R®: || X|| = 1} die Riemannsche Zahlenkugel.

Bemerkungen:
e Die stereographische Projektion kann explizit angegeben werden:

X +iXs o

2= P(X)= S €C" fir X =(X1,X,X3)" €8
— A3

e Die stereographische Projektion P : S? — C* ist bijektiv.

e Die Umkehrabbildung P~! von P ist gegeben durch

|

A Z2—Z 2z — 1 9 L ,

X=pPlz)=(2F2 272 2270\ s firzeC"
14+2z2 i(l+22) 1+ 22



Geometrische Interpretation: = .

e Die obere Halbkugel von S? wird auf |z| > 0 abgebildet.

e Die untere Halbkugel von S? wird auf |z| < 0 abgebildet.

e Der Aquator wird auf sich selbst abgebildet, a € A ist Fixpunkt P(a) = a.
Dabei ist
A= {X c S2 X = (Xl,XQ,O)T}.

Satz: Fiir die stereogray



Notation: (Spharisches Bild)
Das spharische Bild U € S? einer Menge B € C* sei das
Urbild der stereographischen Projektion, so dass P(U) = B.



Satz: Fiir die stereographische Projektion gelten folgende Eigenschaften.

Das sphérische Bild einer Geraden in C* ist ein Kreis auf S*, der durch N
geht.

Ein Kreis auf S?, der durch N geht, wird durch die stereographische
Projektion auf eine Gerade in C* abgebildet.

Das sphéarische Bild eines Kreises in C ist ein Kreis auf S?, der nicht durch
N geht.

Ein Kreis auf S*, der nicht durch N geht, wird durch die stereographische
Projektion auf einen Kreis in C abgebildet.

Die stereographische Projektion ist kreistreu.



https ://egsc.usgs.gov/isb//pubs/MapProjections/projections.html



Mobius
Transformation

Definition: {Mobius Transfoemation)
Eine rationale Abkildung der Tarm

mtix) =

keibt Mobivs

sfo-mation.
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Definition: (Mobius Transformation)
Eine rationale Abbildung der Form

b
w="T(z) = Zj—_ll—_d mit ad # bc

heiBt Mobius Transformation.



Bemerkung: (Eigenschaften der Mobius Transformation)
Fur eine Mobius Transformation 7" : C* — C* gilt:

e Zahler und Nenner haben verschiedene Nullstellen (folgt aus ad # bc).
e T(=%)=0und T(c0) = 2.

o T'(z) ist bijektiv mit Umkehrabbildung 7-! : C* — C* und T~ (w) = %&b

—cw-+a



Bemerkung: (Mobius Transformation und Matrix)

Eine Mobius Transformation 7'(z) = gjig entspricht einer Matrix

¢




Satz: (Komposition von Mobius Transformationen)
Die Komposition zweier Mobius Transformationen ist eine Mobius Transformation.

Genauer gilt:

az+b .
w="Ti(z) = po—— fir ad # be
aw + .
u=(Tz0T1)(2) =Ta(w) = 7w+§ fur ad # By

Az + B
Cz+ D

o o= &L

mit



Satz: (Kreistreue von Mobius Transformationen)
Mobius Transformationen sind kreistreu.

Bemerkung: (Verallgemeinerte) Kreise in C* gehen durch
Mobius Transformation in (verallgemeinerte) Kreise liber.




Bemerkungen: (Weitere Eigenschaften der Mobius Transformation)
Fir eine Mobius Transformation 7" : C* — C* mit
az+b

w:T(Z):cz—l—d mit ad # bc

gelten folgende Eigenschaften:

e (Verallgemeinerte) Kreise durch den Punkt _Td werden durch 7" auf Geraden
in der w-Ebene abgebildet.

e Alle Geraden der z-Ebene werden durch T in (verallgemeinerte) Kreise der
w-Ebene durch den Punkt 7 abgebildet.

e Kreise, die nicht durch _Td gehen, werden durch T" in Kreise abgebildet, die
nicht durch ¢ gehen.



Definition: (Doppelverhaltnis)

Der Ausdruck
0 — k1 R3 — Rl

D(207z17z2723) — .
20 — RQ2 R3 — R9

heiBt das Doppelverhaltnis der Punkte zg, 21, 29, 23.

Bemerkt



Satz: (Doppelverhaltnisse und Mobius-Transformationen)
Seien 21, 29, 23 € C* und wy, wy, w3 € C* jeweils paarweise verschieden. Dann gibt
es genau eine Mobius Transformation w = T'(z, die die Interpolationsbedingungen

w; =T(z;) (J=1,2,3)
erfullt.

Die interpolierende Mobius Transformation T'(z) ist gegeben durch die
Dreipunkteformel

w—w Wy — W Z — 21 23 — %1

W — Wy W3 — Wy Z—Z29 Z3—29



Beispiel

Gesucht:
Eine Mobius-Transformation T(z) mit T(1) =1, T(i) = —1 und T(0) = 0.

Nach der Dreipunkteformel bekommt man

w—i 0—i z—1 0-—1
w+i 041 z—1 0—1i

und somit (durch Auflésen nach w)

(1+1)z
(1+1i)z—21

w=T(z)=



Symmetrie zum Kreis.

Liegen die Punkte z und z’ wie in der folgenden Abbildung, so sagt man, die
Punkte z und z’ liegen symmetrisch zum Kreis C ={z € C||z— zo| = R}.

Die Punkte z und z’ liegen symmetrisch zum Kreis C.



Bemerkungen zu Symmetrien zum Kreis.

e Die Abbildung z — z’ heiBt Inversion am Kreis bzw.

Spiegelung am Kreis.

e Ein Punkt z mit |z — zo| < R ist stets zu einem Punkt z’ mit |2’ — zo| > R
symmetrisch.

e Gilt |z— zo| = R, so ist z zu sich selbst symmetrisch, d.h. z’ = z.

e Der Punkt z = z ist zu z/ = 0o symmetrisch.

e Esgilt (z—z0)(z/ —zo) = R%.



Satz: (Mobius-Transformationen und Kreissymmetrien)
Mobius- Transformationen erhalten Symmetrien zu (verallgemeinerten) Kreisen.

Genauer: Ist C ein (verallgemeinerter) Kreis in C* und liegen z und 2z’ sym-
metrisch zu C, so liegen die Bilder w = T'(2) und w’ = T'(2") unter einer Mobius-

Transformation symmetrisch zu demjenigen (verallgemeinerten) Kreis in C*, der das
Bild von C darstellt.

2
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