Komplexe Funktionen

Sommer 2018

Logarithmus und Joukowski-Funktion



Erinnerung

Definition: (Lineare Funktion)
Eine komplexe Funktion f heiBt linear, falls f fir feste komplexe Konstanten a,b €
C, a # 0 eine Darstellung der folgenden Form besitzt:

f(z)=az+b firzeC.

Definition: (Quadratische Funktion)
Eine komplexe Funktion f heiBt quadratisch, falls f fiir feste komplexe Konstanten
a,b,c € C, a,b# 0 eine Darstellung der folgenden Form besitzt:

f(z)=az’+bz+c firzeC.

Definition: (Exponentialfunktion)
Die komplexe Exponentialfunktion exp : C — C ist definiert:

exp(z) = € = W = e*(cos(y) + isin(y)) z==x+iy..

Bemerkung: Es gilt das Additionstheorem (z, 2z, € C):

( =t

Definition: (Umkehrfunktion)
Sei f eine (komplexe) injektive Funktion mit Definitionsbereich D{ f} und Werte
bereich W f].
Dann ist die Umkehrfunktion f ' : Wi{f) — Dif) zu f definiert durch die Abbil
dung, welche jedem w < W([] den (eindeutigen) Punkt = € () zuordnet, d.h.
es gilt

I Vi) = =

Anders ausgedriickt gilt fiir alle = € D{{) und w & W([f):

(Flefilz) = 2
(fofMiw) = w
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Definition: (Lineare Funktion)
Eine komplexe Funktion f heiBt linear, falls f fur feste komplexe Konstanten a,b €
C, a # 0 eine Darstellung der folgenden Form besitzt:

f(z) =az+b firzeC.

Definition: (Quadratische Funktion)
Eine komplexe Funktion f heiBt quadratisch, falls f fur feste komplexe Konstanten
a,b,c € C, a,b # 0 eine Darstellung der folgenden Form besitzt:

f(z) =az’ +bz+c firzeC.

Definition: (Exponentialfunktion)
Die komplexe Exponentialfunktion exp : C — C ist definiert:



Definition: (Exponentialfunktion)
Die komplexe Exponentialfunktion exp : C — C ist definiert:

exp(z) = e = " = e®(cos(y) + isin(y)) z =z + iy..

Bemerkung: Es gilt das Additionstheorem (21, 25 € C):

Z1t22 __ _Z1 %2
e = e*le*2.

Definition: (Umkehrfunktion)
Qei f eine (kamnlexe) iniektive Fiinktian mit Definitinnchereich N{ ) 1ind \Werte-



Definition: (Umkehrfunktion)

Sei f eine (komplexe) injektive Funktion mit Definitionsbereich D(f) und Werte-
bereich W(f).

Dann ist die Umkehrfunktion f=1 : W(f) — D(f) zu f definiert durch die Abbil-
dung, welche jedem w € W(f) den (eindeutigen) Punkt z € D(f) zuordnet, d.h.

es gilt
[T w) = 2.
Anders ausgedriickt gilt fiir alle z € D(f) und w € W(f):
(fTlof)z) = =z

(fof™MHw) = w.



Komplexer
Logarithmus

Ziel: Firde Umkehelunction der k I Exp ialfunklion

fizl o explzl.
Voriiberlegungen.
o Die Expenentiallunklion ist fiir alle = & £ erklart und es gilo
Diexpl € wnd Wiexpl T30},
e Aber exp ist nicht injekziv auf L
« Schrinse Diexp] gesignet ein, damit exp™' konstruiert werden kann.

Frage: Se'z o by & FWuen); weone Woerte or | 3o sind ges gnet, so dass

(1)

Xl

Komplexer Logarithmus: Sei z = @ + iy € W{exp), w = u + iv.

o Die komplexen Zahlen w = log(|z|) +i{arg(z) + 27k) (2 & %) sind Lésungen
von ¢* = z und heiBen Logarithmus von z.

o Die Menge {Log(z)} := {w € T: ¢ = z} bezeichnet den mengenwertigen
komplexen Logarithmus von z.

Hauptwert des Logarithmus-

* Die Exponentialfunktion it auf dem Streifen § — {w e ©
injektiv

o Der zugenorige Wertebereich ist T,

o Der cinzige West von {Logi=)}, der zu § gohart s
w = lop(| 2] 1 inrglz) ¥ arglz) <

Dieser Wert heiBt Hauptwert des Logarithmus von 2 {schreibe Log(1)

Bemerkungen.

» Der Hauptwrrs ist nar in des 3 ifgaseanistzron kamalexer Chene 13 definicrt

o Auf der negativen «zellen Achse und tei « = [ ist Loglel nicht erkldrt

o Aut der pos ar Achse st Laglr) — Il
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Ziel: Finde Umkehrfunktion der komplexen Exponentialfunktion

f(z) = exp(z).

Voruberlegungen:

e Die Exponentialfunktion ist fur alle z € C erklart und es gilt

D(exp) =C und W{(exp) = C\{0}.

e Aber exp ist nicht injektiv auf C.

e Schrianke D(exp) geeignet ein, damit exp~! konstruiert werden kann.

Frage: Sei z = x + iy € W(exp); welche Werte w = u + iv sind geeignet, so dass

exp(w) =e¥ = 27

1



Frage: Sel z = r +1y € W (exp), welche Werte w = u + 1v sind geeignet, so dass

exp(w) =e¥ = 27 o

Komplexer Logarithmus: Sei z = z + iy € W(exp), w = u + v.

e Die komplexen Zahlen w = log(|z|) +i(arg(z) +27k) (¢ € Z) sind Losungen
von ¥ = z und heiBen Logarithmus von z.

e Die Menge {Log(z)} := {w € C: % = 2} bezeichnet den mengenwertigen
komplexen Logarithmus von z.

Hauptwert des Logarithmus:

e Die Exponentialfunktion ist auf dem Streifen S = {w € C : —wylm(w)yn}
injektiv.



Hauptwert des Logarithmus:

e Die Exponentialfunktion ist auf dem Streifen S = {w € C : —7ylm(w)y~n}
injektiv.

e Der zugehorige Wertebereich ist C™.

e Der einzige Wert von {Log(z)}, der zu S gehort ist
w = log(|z|) +iarg(z) —m <arg(z) <.

Dieser Wert heiBt Hauptwert des Logarithmus von z (schreibe Log(z)).

Bemerkungen:
e Der Hauptwert ist nur in der aufgeschnittenen komplexen Ebene C~ definiert.
e Auf der negativen reellen Achse und bei z = 0 ist Log(x) nicht erklart.

e Auf der positiven reellen Achse ist Log(z) = log(x).



Allgemeine

Die aus der reellen Analysis bekannte Funktionalgleichung

log{ab) = log(a) + log(b)

furallea,b >0

Potenz

m: Fir a,b € O bezeichnet (1) die fenze der bom,

en Lahlen

ghltenian fira#£0

wube (Loglal] = Jluglla] + Usrpia) + 20k] |k & 2] Soen gilt

= {emwmnesam e )

wobsi & — argla). Lisgt o in der aufgeschnittenen fomplexen Ebene, a 01
20 entbait dic Menge (a”) den

aglat _ GMiogliol) mit o — argla) € |

Dieser Wert heilt der Lauptwert von (a®).

ilt:

Hauptwert von {a") - Hauptwert von |a*) =

gilt fir Hauptwerte des komplexen Logarithmus im Aligemeinen nicht, d.h. es

gibt a,bec C mit
Log(ab) # Logla) + Log(b],

Beispiel: Fiir a =i und b = —1 < i bekommen wir

. 3 .
Logli) + Log{—1+1i) = ig-logw-wiin:lcgnv_

P 3
£ loglv2) i4ﬂ Log{~1 1)

der Hauptwert von {ab} = (b0l o

der Hauplwert ven (o)

Logl(if~1 +1)).

A-B

und

der Hauptwert von (a"*+*),
Schliedlich gilt

ol mllall il

Beweis: Mit o := argla) = (—m, ) ist

A gblleniin

i

B iz evllmliul=in

Hauptwert von [a

U 2wk ‘} . Genauso ist

e llanflu]14ial

b

C.



Definition: Fiir a,b € C bezeichnet {a®} die Menge der komplexen Zahlen
gbilog(al] fiir a # 0
wobei {Log(a)} = {log(|a|) + i(arg(a) + 27tk) | k € Z}. Somit gilt

(ab) = {eb[log(|a|)+i(oc+27rk)] ke Z}

wobei x = arg(a). Liegt a in der aufgeschnittenen komplexen Ebene, a € C,
so enthilt die Menge {a®} den Wert

blog(a) — eb(log(|a|)+ia)

e mit x = arg(a) € (—m, 7).

Dieser Wert heiBt der Hauptwert von {a®}. e

C~ ~Tl+.



Die aus der reellen Analysis bekannte Funktionalgleichung
log(ab) = log(a) + log(b) fur alle a,b > 0

gilt fiir Hauptwerte des komplexen Logarithmus im Allgemeinen nicht, d.h. es
gibt a,b € C~ mit
Log(ab) # Log(a) + Log(b),

Beispiel: Fir a =1 und b = —1 4+ 1 bekommen wir
: : 7T 3 5
Log(i) + Log(—1+1) = i3 + log(V/2) + = log(v/2) + iy

# Iog(\/z) — i%n = Log(—1—1) = Log(i(—1+1)).



Es gilt:
Hauptwert von {a®} - Hauptwert von {a®} = Hauptwert von {a®*¢}.

Beweis: Mit o := arg(a) € (—m, ) ist

A :— ebllog(lal)+ial

der Hauptwert von {a®} = {ePllegllal+ila+27k)I1 | Genauso ist

B :— eCllogllal)+ial

der Hauptwert von {a‘} und

C:— e(b+c)[log(|a|)+ioc]

der Hauptwert von {a®*¢}.
SchlieBlich gilt

A-B= eb[log(|a|)+ia] . ec[log(|a|)+ia] — e(b-+—c)[log(|a|)-+—ioc] — C.



Joukowski-

Funktion

Bemerkungen
» Benannt nach Nikolai J

o Formel wurde

rowitsch Shukowski (1847-1921)

von Martin Wilhelm Jutta (1867-1944) unabhingig entdeckt

o Wurde zur Berechnung von (laminaren) Strémungen um Tragflichen verwen

det

Definition: (Joukowski-Funktion)
Die Joukowski-Funktion ist definiert durch

ool
R

fir0#z¢e L.

Bemerkung: Es gilt die Symmetrie

()
NS

Ziel: Analysiere das geometrische Verhalten der Joukowski-Funktion.

3o+

die Bilder der Kreise [z| = const und der Strahlen arglz) — const

Bestimme dazu fiir

Bemerkungen:

o Joukowski Funkticn bildst Polarkoordiratan Netz auf Metz von Ellipsen und
Hyperheln ab.

o loukcwski-Funkticn ist winkeltrea (rechte Winkel biciben recht)

o Nicht injoksiv. da gilt =< ©\+1,0} = 2 7 1, abor f1z) = fi})
* Joukewski-Funktion ist injoktiv auf den folgerden Enschrankuagan won D[ f]
1. Komplement des Einbetskreses: D(f) — {2 € C

T

2. Obere Halbebane: I

o Umbkehrfun ction der Joukowski-Funkticn: Lé: i iscne Funk-

ton

w =2w+1=0

nach i im jevsiligen Definitiorsbereich auf, erhalte w = 2 + /=

Darstellung der Joukowski-Funktion




3emerkungen:

e Benannt nach Nikolai Jegorowitsch Shukowski (1847-1921)
e Formel wurde von Martin Wilhelm Jutta (1867-1944) unabhangig entdeckt

e Wurde zur Berechnung von (laminaren) Stromungen um Tragflachen verwen-
det

Ziel: Analysiere das geometrische Verhalten der Joukowski-Funktion.



Definition: (Joukowski-Funktion)
Die Joukowski-Funktion ist definiert durch

f(z) = % <z—|— %)

Bemerkung: Es gilt die Symmetrie

fur 0 £ z € C.
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Ziel: Analysiere das geometrische Verhalten der Joukowski-Funktion.

w—1 .7.+l
-2 z

die Bilder der Kreise |z| = const und der Strahlen arg(z) = const.

Bestimme dazu fir

©




Darstellung der Joukowski-Funktion

...............



Bemerkungen:

e Joukowski-Funktion bildet Polarkoordinaten-Netz auf Netz von Ellipsen und
Hyperbeln ab.

e Joukowski-Funktion ist winkeltreu (rechte Winkel bleiben recht).
e Nicht injektiv, da gilt: z € C\{+1,0} = 2 # 1, aber f(z) = f(1).
e Joukowski-Funktion ist injektiv auf den folgenden Einschrankungen von D(f):

1. Komplement des Einheitskreises: D(f) ={z€ C: |z| > 1},
2. Obere Halbebene: D(f) ={z € C:Im(z) > 0}.

e Umkehrfunktion der Joukowski-Funktion: Lose resultierende quadratische Funk-
tion
w? —2z2w+1=0

nach w im jeweiligen Definitionsbereich auf, erhalte w = z + v/22 — 1.



Komplexe
Trigonometrische
Funktionen

Erinnerung: {Culerscre Fermel) Fiirx ¢ E git

[ETE ST

e — iaina

Dyaraus folzt flir o < K

1

amy = (e —am)
2

sing = (e e ™)
5

Definition: (Komplexe Trigonometrische Funktionen)
Fiir z ¢ T definiere

cosz = _{c"+e )

ingy = iz -iz
sine = _ (¢ —e™")
2
geln fiir tri ische F i Weitere Rechenregeln.
Es pit Symmatra.
aelx)l onf —z] firalee=d
SE S dilal = sl 2l TdkacC€
e M Phaicemsischictus
-

flr e 7= C Ansing 70gr mae Zerlupuny e

snlr+ 3w —en(r Farate s & <

Fazit: Die dcmplesen tr gensmetrischen Fankboren sn und cos snd |

wia e rewlen tr pencemmtrivcaen Fanitionen] por ofiscy mit Parsc




Erinnerung: (Eulersche Formel) Fiir x € R gilt:

1T

e = cosx +1sinx
e " = cosx—isinx
Daraus folgt fur x € R:
1 1T —T
cosr = —(e+e ")
2

. 1 1T —1T

sinx = —(e*—e ")



Definition: (Komplexe Trigonometrische Funktionen)
Fur z € C definiere

cosz = —(e¥ 4 e )

SIN T



Rechenregeln fiir trigonometrische Funktionen.

Es gilt
cos(z+2m) = % (e””z") = e_i(”z"’)
_ % (eizezm n e—ize—zm)
_ ]E (e'z + e %)
= cos(z)
fir alle z € C. Analog zeigt man
sin(z + 27t) = sin(z) fur alle z € C.

Fazit: Die komplexen trigonometrischen Funktionen sin und cos sind (genauso

wie die reellen trigonometrischen Funktionen) periodisch mit Periode 27t |



Weitere Rechenregeln.

Symmetrie.
cos(z) = cos(—z) fiur alle z € C
sin(z) = —sin(—2z) fir alle z € C
Phasenverschiebung.
sin (z+ 72_1) _ % (ei(z+n/2) _ e—i(z+n/2)) _ % (eizein/z _ e—ize—in/Z)
- % (ie'* — (—i)e %) = ]Z (e'* + e '*) = cos(z)
Zerlegung der Eins.
cos®(z) +sin?(z) =1 fiir alle z € C.
Additionstheoreme.
cos(zy +z2) = cos(zy)cos(za) —sin(zy)sin(z2) fur alle zy,z, € C

sin(z1 +2z2) = sin(zy)cos(zy) + cos(zy)sin(z3) fur alle z7,z; € C.



Allgemeine Joukowski-
Potenz Funktion

Komplexer Komplexe
Logarithmus Trigonometrische
T Funktionen
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Erinnerung




