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Aufgabe 1) Es sei i die imaginäre Einheit und für z ∈ C wie üblich x = Re (z), y = Im (z).

a) Gegeben sei die Menge R = {z ∈ C : 1

2
≤ |z| ≤ e

1

2
, Im (z) ≥ 0} ,

sowie die Abbildung

f(z) = ei
π

2 · ln (2 z ) ,

wobei ln den Hauptwert des komplexen Logarithmus bezeichne.

(i) Skizzieren Sie die Menge R in der komplexen Ebene.

(ii) Bestimmen Sie das Bild von R unter der Abbildung f .

b) Zeigen Sie, dass die Funktion

g : C → C, g : z = x+iy 7→ g(z) = ex·[ x cos(y) − y sin(y) + i · y cos(y) + i · x sin(y) ]

auf ganz C komplex differenzierbar ist.

c) f sei eine auf ganz C komplex differenzierbare Funktion mit

f(z) = f(x+ iy) = x+ 2y + x3 − 3xy2 + i · v(x, y), mit v(x, y) ∈ R.

Wie muss dann v(x, y) aussehen?

Aufgabe 2)

a) Berechnen Sie

∫
∞

−∞

2017

x2 + 9
dx .

b) Gegeben sei f(z) =
1

(z − 5)(z − 3)2
.

(i) Berechnen Sie die Residuen von f in allen isolierten Singularitäten von f .

(ii) Berechnen Sie

∮
Γ

f(z) dz , Γ : [0, 2π] → C, Γ(t) = 3 + eit.

(iii) Bestimmen Sie diejenige Laurent–Entwicklung von f zum Entwicklungspunkt
z0 = 3, die in einer Umgebung des Punktes z∗ = 2i gegen f(2i) konvergiert.

Aufgabe 3) [4 Punkte]

f sei eine auf ganz C komplex differenzierbare Funktion mit

f(z) = f(x+ iy) = u(x, y) + i · v(x, y), mit u(x, y), v(x, y) ∈ R.

Zeigen Sie, dass u und v harmonische Funktionen sind.


