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Aufgabe 1: (5 Punkte)

a) Fiir welche k € R ist die Funktion

f:C—=C,f(2)=(242?—4(Im(2))* +i-k-Re(z)-Im(z)
in jedem Punkt aus C komplex differenzierbar?

b) Sei a > 0 eine positive reelle Zahl. Weiterhin sei die Funktion g gegeben durch:
a
9: C\{0} = C,g(2) == |2 + T

In welchen Punkten aus C ist g komplex differenzierbar?
Tipp: Polarkoordinaten!

Losung zu 1:

a) Mit der iiblichen Bezeichnung z = x + iy gilt

f(z) = (x+iy+a—iy)? — 4 + i-koy = (42* — 49°) +i - (kzy).
(z,y) (z,y)
ulx,y T,y

Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen lauten:

Uy, = 8x . vy = kx also
und
—Uy = 8y = v, = ky also wieder .

Fir k=8 ist f auf ganz C komplex differenzierbar. (2 Punkte)
b) Mit 2z = re® gilt

2 a’ 2, @ -
g(z) = ‘Z| 4+ — = (7" + > +2- 0
—_——

EE 2
o(r9)

u(r,¢)

Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen lauten:
v, =0 < —%qu =0

und
Uy = (T—%%?)é %%:O.

Die Funktion ist also genau dann komplex differenzierbar, wenn

2 2
2r—2 =0 r=% < rt=4a°

g ist auf dem Kreis mit Radius r = y/a um Null komplex differenzierbar. (3
Punkte)
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Aufgabe 2: (7 Punkte)

Sei I' := {z(t) =i +4-¢"|te|0,2n]} der in mathematisch positiver Richtung durch-
laufene Rand des Kreises mit Radius 4 um die imaginédre Einheit 7.

Berechnen Sie die folgenden Kurvenintegrale.

2241
a) / Z_5dz.

T

2
b) /Zi—f_l,dz.
2(z + 2i)

T

T

Q) / T ids

T

Losung zu 2:

2
a) / g j; dz =0  (CIS) [ Punkt]

T

b) Nach dem Residuensatz gilt:
22 +1 _ 22 +1 22+1
———dz =2mi : +
2(z + 2i) z+2] 2 Ja=-2i
r

1 -3
=270 (—, + —> = 47 . (2 Punkte)
i

¢) Nach der Cauchyschen Integralformel fiir Ableitungen ist

2 1 i
/ ﬁ dz = %Z (2> +1)] _ = 2mi-2i = —47. (2 Punkte)

27 2
/ z—idz = / i+ 4dett —i- Z(t)dt = / 4eit - 4ie™dt
0 0

T

21
= / 167 - e~ - e"dt = 2 - 16i = 327i. (2 Punkte)
0
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Aufgabe 3: (8 Punkte)
1

Gegeben 1st f(Z) = m .

a) Bestimmen und klassifizieren Sie alle isolierten Singularitdten von f .

Geben Sie die komplexe Partialbruchzerlegung von f an.

)
b) Berechnen Sie die Residuen aller isolierten Singularitdten der Funktion f.
¢)

)

d

Bestimmen Sie diejenige Laurent-Entwicklung der Funktion f zum Entwick-
lungspunkt zo = 0, die in der Umgebung des Punktes z* = 2i gegen f(2i)
konvergiert.

1

L& ki Aufgabe 3 = —-—.
Osungsskizze zur Aufgabe 3) f(2) 2 9213
a) Nennernullstellen: (z —i)*>+4= 0<= 215 = i +2i .

Bs gilt f(2) = (z + i)gz ~3i)

b) Residuen [2 Punkte]

1 1 '
Res f(—i) = {2—32}2_1- = — = i

.In 2,5 liegen einfache Pole vor. [1 Punkt]

. 1 1
Res f(3i) = |:Z+i:|Z:3@' =n="1

7 1 7 1
Nach Teil d b) gilt: = —. - = .
c) Nach Teil a) und b) gilt: f(z) i 1 =%

(1 Punkt)

d) Wegen |2i—zg| = |2i—0| = 2 suchen wir die Laurent-Reihe fiir 1 < |z—2| < 3
mit Entwicklungspunkt zy = 0. In diesem Ring gilt
1 1 1 i (—i)*
zZ+i —i ) 2 2k

I
N | =
N
—_
+ | =
w s
~_
Il
IS

k=0 k=—00
sowie
1 1 1 S Gk © __k
z—3i —3@"(1—?) N 32(32)/& - Z(gi)k+1~
i k=0 k=0
und damit
— PR Sk
_ N—k—1 _k
o= g B e 4 S
k=—o00 k=0
- () s SR S G i
- Z_ 1~ +Z4.3k+1ik: Z_ZZ + 4. 3kt
k=—o0 k=0 k=—o00 k=0

[4 Punkte]



