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Kapitel 1. Komplexe Zahlen

Ausgangspunkt: Betrachte die kubische Gleichung
x® =3px+2qg

und die Losungsformel (nach Gerolamo Cardano, 16. Jahrhundert)

X = f/Q+\/q2—p3+§’/q—\/q2—p3

Rafael Bombelli (ebenfalls 16. Jahrhundert) betrachtet die Gleichung

x3 =15x+4

und erhalt aus der Losungsformel

X = \3/2+\/W+{’/2—m

Bombelli definiert die imaginare Einheit i mittels i = —1, die komplexen
Zahlen sowie deren Addition und Multiplikation.
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Prinzipielle Fragen zu den komplexen Zahlen.

m Was ist eigentlich /?

m Kann man mit den obigen Rechenoperationen widerspruchsfrei
rechnen?

m Sind die Rechenoperationen konsistent mit den bekannten
Rechenregeln in R?

m Kann man die komplexen Zahlen anordnen?
m Gibt es alternative Darstellungen flr komplexe Zahlen?

m Sind mit Rechenoperationen in C geometrische Interpretationen
verbunden?

Warum beschaftigen wir uns eigentlich mit komplexen Zahlen?
... und spater mit komplexen Funktionen?

Gibt es hierzu interessante Anwendungen in den
Ingenieurwissenschaften?
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Zur Konstruktion der komplexen Zahlen.

Ausgangspunkt: Betrachte die Menge R? = {(a,b) |a,b € R} mit Addition
(a1 +iby)+ (ae+ibo) = (ay +az) +i(b1 + b2) faray,as, by, b € R
und Multiplikation
(a1 +iby)-(ax+ibo) = (aras — b1bo) +i(a1bo + axby) firaq,an,b1,bo € R
Beobachtung: Die Multiplikation ist assoziativ und kommutativ; weiterhin gilt
(a,b)-(1,0)=(a,b) fur(a,b)eR?,
d.h. (1,0) € C ist neutrales Element der Multiplikation. Die Gleichung
(a,b)-(x,y)=(1,0)  fir(ab)#(0,0)

besitzt die eindeutige Ldsung, das multiplikative Inverse zu (a, b),

(X,y) = a —b
V)= as+ b2’ a2+ b?
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Zur Struktur der komplexen Zahlen.

Bemerkung: Die Menge R? bildet mit der Addition und der Multiplikation
einen Korper, den Korper der komplexen Zahlen, ab sofort bezeichnet mit C.

Beobachtung: Die Abbildung ¢ : R — C, definiert durch ¢(a) = (a,0) ist
injektiv. Fur alle a1,a> € R qilt

plar+a) = (ar+az,0)=(a1,0)+(a2,0)=¢(ar)+¢(az)
elataz) = (ar1a2,0)=(a1,0)-(a2,0) = ¢(ar)- ¢(az)

Fazit:

m Wir kdnnen die reellen Zahlen mit komplexen Zahlen der Form (a,0)
identifizieren;

m Die reellen Zahlen bilden einen Unterkorper von C;

m Die Rechenregeln in C sind konsistent mit den Rechenregeln in R.
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Der Korper der reellen Zahlen ist angeordnet.

Bemerkung: Die reellen Zahlen bilden einen angeordneten Korper; es gelten
die folgenden Anordnungsaxiome.

m FUr jedes x € R gilt entweder x > 0 oder x =0 oder x < 0;
m Firx>0und y>0qilt x+y > 0;
m FOr x>0und y >0 gilt xy > 0.

Frage: Ist der KGrper C der komplexen Zahlen angeordnet?
Antwort: NEIN!

Denn in einem angeordneten Korper sind von Null verschiedene
Quadratzahlen positiv. Ware C angeordnet, so folgt aus

0<1?=1 und 0<i®=-1

der Widerspruch 0 < 1+(—1) =0.
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Zur einfacheren Notation der komplexen Zahlen.

Vereinfachung der Notation:
m Flr a € R schreiben wir a statt (a,0);
m Die komplexe Einheit (0, 1) notieren wir mit /;
m Damit I&sst sich jede komplexe Zahl (a, b) schreiben als
(a,b)=(a,0)+(0,b)-(0,1)=a+b-i=a+ib

und es gilt
#=ii=(0,1)-(0,1)=(-1,0)=—1.

Fazit: Wir haben mit C einen Korper konstruiert, der R umfasst. Die
Gleichung
x?4+1=0

ist in C I0sbar. Die einzigen beiden Losungen lauten /.
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Realteil und Imaginarteil.
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Ab sofort bezeichnen wir komplexe Zahlen mit z oder w. Fir
z=x+1iyeC furx,y e R
heil3t x der Realteil und y der Imaginarteil von z, kurz
x = Re(2) und y=1Im(2)

Es gelten die folgenden Rechenregeln

Re(z+w) = Re(z)+Re(w) farz,we C

Im(z+w) = Im(z)+Im(w) farz,w e C
Re(az) = aRe(2) firze C,aeR
Im(az) = alm(2) firzeC,aeR

und weiterhin 1
X .y .
E:x2+y2_1X2+y2 fur z # 0.
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Die komplexe Zahlenebene.

Geometrische Veranschaulichung:

Wir stellen z= (x,y) € C als Punkt in der
komplexen Zahlenebene (Gauf3sche Zahlenebene)

dar, gegeben durch das kartesische Koordinatensystem des R?, mit einer
reellen Achse, R, und einer imaginaren Achse, i -R.

Geometrische Veranschaulichung der Addition:
Durch Ubliche Addition der Ortsvektoren nach der Parallelogrammregel.

Darstellung der Addition zweier komplexer Zahlen auf Folie.
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Konjugation komplexer Zahlen.
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Ordne durch Spiegelung an reeller Achse jeder komplexen Zahl z = x + iy mit

z=x—-lyeC

die konjugiert komplexe Zahl zu.

Es gelten die folgenden Rechenregeln

Z+w = Z4+w firz,weC

W = Z-w firz,weC

(z2) = z flirz € C

7z = Xx?+y? firz=x+iyeC
Re(z) = (z+2)/2 farze C
Im(z) = (z—2)/2i farze C

Insbesondere gilt z =z genau dann, wenn z € R.
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Die Betragsfunktion.

Setze
z| =Vzz=/x?+y? firz=x+iyeC

far den Betrag von z sowie |z — w| fur den Abstand zweier Zahlen z,w € C in
der komplexen Zahlenebene.

m Somit stellt |z| = |z— 0| den euklidischen Abstand von z zum Ursprung
dar.

m Fir z € R stimmt |z| mit dem (Ublichen) Betrag fur reelle Zahlen Gberein.
m Es gelten die folgenden Abschatzungen.
—|z| < Re(z) < |z und —|z| <Im(z) < |z furze C

Satz
Die Betragsfunktion liefert eine Norm auf C, denn es gelten die Relationen

|z| > 0 fir alle z € C und |z| genau dann, wenn z = 0;

|z4+w| <|z|+|w| fir alle z,w € C (Dreiecksungleichung);

|zw| = |z|-|w| fir alle z,w € C.
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Die Eulersche Formel.

In der komplexen Zahlenebene gilt fir z = x + iy mit den Polarkoordinaten
(x,y) = |z|(cos(¢),sin(¢))
die Eulersche Formel
z = |z|exp(ip) = |z|(cos(¢) +isin(¢))

wobei ¢ € [0,2r) flr z £ 0 den (eindeutigen) Winkel zwischen der positiven
reellen Achse und dem Strahl von 0 durch z = (x, y) darstellt.

Der Winkel ¢ € [0,27) wird ebenso als Argument von z # 0 bezeichnet, kurz

¢ = arg(z) €[0,2n)

Beispiel

i=(0,1) =exp(in/2), —1 = i’ = exp(ir), somit gilt ™ +1 = 0.
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Zur Geometrie der Multiplikation und Division.

Mit der Verwendung von Polarkoordinaten Iasst sich die Multiplikation zweier
komplexer Zahlen z, w € C als Drehstreckung in der komplexen Zahlenebene
interpretieren, denn far

z = |z|(cos(9),sin(p))  und  w=|w|(cos(y),sin(y))
gilt
z-w = |z|-|w|(cos(¢)+isin(¢)(cos(y)+isin(y))
= |z|-|w[(cos(o+ ) +isin(p+y)) = |z| |w|exp(i(¢+ )
bzw. mit der Eulerschen Formel
z-w = 2| |w| exp(ip) exp(iy) = |z| - || exp(i(¢ + v))

FUr die Division zweier komplexer Zahlen z, w € C mit z # 0 gilt analog

z |z . |1Z| .
— = — exXpl/I{Q — = —(COS(0 — 1SIN —
w = W] p(i(e —v)) W (cos(@ —y) +isin(¢ —y))
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Potenzen und Einheitswurzeln.

Far die n—te Potenz z" von z € C gilt die Darstellung
2" = (|z| exp(ip))" = |z|" exp(inp) = | z|" (cos(ng) + isin(ng))

Die Gleichung
ZN =1

besitzt die n paarweise verschiedenen Losungen

zk:exp<i?> furk=0,...,n—1.

Diese LOosungen werden als n—te Einheitswurzeln bezeichnet.
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Kapitel 2. Komplexwertige Funktionen einer Variablen

Eine komplexe Funktion w = f(z) ist eine Abbildung f: D — C mit D C C, d.h.
jedem z € D wird ein eindeutiges w = f(z) € C zugeordnet.

Die Menge D ist der Definitionsbereich von f. Die Menge
W =1f(D)={f(z)|ze D}

der Bild— oder Wertebereich.

Notationen:
Z = X+Iiy
w = u+iv
u = u(x,y)=Re(w)
v = v(x,y)=Im(w)

Zur geometrischen Veranschaulichung komplexer Funktionen verwendet man
haufig Bilder von Koordinatennetzen.
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Kapitel 2. Komplexwertige Funktionen einer Variablen

2.1 Lineare Funktionen

Definition
Eine komplexe Funktion f heif3t linear, falls f fir feste komplexe Konstanten
a,b e C,a+#0, eine Darstellung der folgenden Form besitzt.

f(zy=az+b  furzeC.

Frage: Wie konnen wir lineare Funktionen geometrisch deuten?
Spezialfall 1: Die Wahl a =1 flhrt zu einer Translation um b,

f(z)=z+b furzeC

Spezialfall 2: Die Wahl a € (0,«) und b = 0 fUhrt zu einer Streckung bzw.
Stauchung,
f(z)=az furz € C,

d.h. der Betrag von z wird gestreckt (a > 1) oder gestaucht (0 < a< 1).
Allgemein spricht man von einer Skalierung mit Skalierungsfaktor a > 0.

Reiner Lauterbach (Mathematik, UniHH) Komplexe Funktionen flr Ingenieure 18/176



Weitere Spezialfalle linearer Funktionen.

Spezialfall 3: Die Wahl a € C mit |a| =1 und b = 0 fUhrt zu einer Drehung
bzw. Rotation,
f(z)=az farz € C,

Genauer: eine Drehung um den Winkel o € [0,27), wobei oo = arg(a) bzw.
a=exp(ia).

Spezialfall 4: Die Wahl a€ C, a+# 0 und b = 0 flhrt zu einer Drehstreckung
f(z)=az furz € C,

die wir als Komposition einer Rotation und einer Skalierung verstehen.

Genauer gilt: FOr
a=|alexp(ia) mit @ = arg(a)

handelt es sich um eine Rotation um den Winkel « € [0,27) und eine
Skalierung um |a|.
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Der allgemeine Fall linearer Funktionen.

FOr a,b € C, a0, lasst sich jede lineare Funktion
f(z) = az+ b= |a| exp(ict)z+ b

als Komposition
f=fhohof

von drei Abbildungen schreiben,
fi(z) = exp(ia)z eine Drehung um den Winkel o = [0,27);
f-(z) = |a|z eine Streckung um den Skalierungsfaktor |a| > 0;
f3(z) = z+ b eine Verschiebung um den Vektor b.

Bemerkung

Drehung f; und Streckung f» kommutieren, d.h. lassen sich vertauschen,
denn es gilt
fhoff=Ffiof

und somit

f:f30f20f1 :f30f10f2
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Kapitel 2. Komplexwertige Funktionen einer Variablen

2.2 Quadratische Funktionen

Definition
Eine komplexe Funktion f hei3t quadratisch, falls 7 fir feste Konstanten
a,b,c e C, a,b+#0, eine Darstellung der folgenden Form besitzt.

f(z)=az®+bz+c fir zeC

Wir betrachten zunachst das geometrische Verhalten der quadratischen
Funktion
f(z)=2> fir zeC

Dazu betrachten wir die Bilder der achsenparallelen Geraden unter f.

Setze w = z2. Dann ergibt sich fir z = x + iy und w = u+ iv die Darstellung
W=u+iv=2%=(x+iy)? =x>—y?+2ixy

und somit

2

u=x%—y und v =2xy.
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Bilder achsenparalleler Geraden unter z — z2.

Flr das Bild einer zur x-Achse parallelen Geraden y = yy bekommt man
somit
u=x*—y&¢ und v=2xy

Fir yo = 0 (die x-Achse) bekommen wir u = x2 und v = 0.
Fir yo # 0 kdnnen wir x mit x = v/(2yp) eliminieren, und bekommen somit

= ve %
a3
4y8

eine nach rechts gedffnete Parabel, symmetrisch zur u-Achse mit Brennpunkt
Null, und den Schnittpunkten u = —y& (mit u-Achse) und v = £2yZ (v-Achse).

Fazit: Die Schar zur x-Achse paralleler Geraden wird durch die quadratische
Funktion f(z) = z? auf eine Schar konfokaler (d.h. gleiche Symmetrieachse,
gleicher Brennpunkt) nach rechts geoffneter Parabeln abgebildet.

Die Geraden y = yp und y = —y werden auf die gleiche Parabel abgebildet.
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Bilder achsenparalleler Geraden unter z — z2.

FUr das Bild einer zur y-Achse parallelen Geraden x = xo bekommt man

somit

2 und  v=2xy

u=x5-y
Fir xg = 0 (die y-Achse) bekommen wir u = —y? und v = 0.
Far xo # 0 kGnnen wir y mit y = v/(2xp) eliminieren, und bekommen somit

2 v2
U=Xy— =5
4x0

eine nach links geodffnete Parabel, symmetrisch zur u-Achse mit Brennpunkt
Null, und den Schnittpunkten u = —x& (mit u-Achse) und v = £2x& (v-Achse).

Fazit: Die Schar zur y-Achse paralleler Geraden wird durch die Funktion
f(z) = z? auf eine Schar konfokaler nach links gedffneter Parabeln
abgebildet.

Die Geraden x = xg und x = —xp werden auf die gleiche Parabel abgebildet.
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Bilder achsenparalleler Geraden unter z — z2.

Urbild. Bild von f(z) = z2.
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Allgemeine quadratische Funktionen.

Fir a,b,c € C, a,b # 0, und mit der Darstellung

b\? b
452 il
f(z)y=az"+bz+c a(z+23) 4a+c

setzt sich jede quadratische Funktion als Komposition
f= f40f30f20f1

von vier Abbildungen zusammen:
der Translation f;(2) = z+ 57;
der quadratischen Funktion f>(z) = z2;

der Drehstreckung f3(z) = az;

der Translation f4(z) =z — 2—2 +C.
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Kapitel 2. Komplexwertige Funktionen einer Variablen

2.3 Die Exponentialfunktion

Definition
Die komplexe Exponentialfunktion exp : C — C ist definiert durch

exp(z) = &% = Y = e¥(cos(y) +isin(y))  firz=x+iy.

Beachte: Es gilt das Additiontheorem
e’1t%2 = g¥1e*%2 flir zy,zp € C.

Frage: Wie sieht die komplexe Exponentialfunktion z — exp(z) aus?

Fir w =exp(z2), z= x+iy und w = u+ iv bekommen wir
w=u+iv=e’=e*(cos(y)+isin(y))

und somit
u=e cos(y) und v =e*sin(y)
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Bilder achsenparalleler Geraden unter z — exp(z).

Flr das Bild einer zur x-Achse parallelen Geraden y = y, bekommt man
somit
u=e*cos(ypy) und v =¢e*sin(yp)

m Fir festes y, ergibt dies einen vom Ursprung ausgehenden Strahl, der
mit der positiven x-Achse den Winkel y, einschlief3t.

m Fir Winkel yo und y4, die sich um ein Vielfaches von 2z unterscheiden,
d.h.
yi=Yo+2nk  flreinkcZ,

ergibt sich der gleiche Strahl.

m Genauer: Wegen der Periodizitat von exp(z) gilt
e?+2mk — o? @2k — g7 (cos(2rk) + isin(2nk)) = €% -1 = €7,

d.h. zwei Punkte mit gleichen Realteilen, deren Imaginarteile sich um
ein Vielfaches von 2 unterscheiden, werden auf den gleichen Punkt
abgebildet.
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Bilder achsenparalleler Geraden unter z — exp(z).

FUr das Bild einer zur y-Achse parallelen Geraden x = xo bekommt man
u=e%cos(y) und v =e"sin(y)

m Fir festes xg ergibt dies einen Kreis um Null mit Radius e*.

m Beachte: Der Nullpunkt liegt nicht im Bild der Exponentialfunktion,
d.h. es gibt kein Argument z € C mit exp(z) = 0. Somit gilt e* # 0 fur alle
zeC.

m Beobachtung: Die Exponentialfunktion bildet Rechteckgitter im
kartesischen Koordinatensystem auf Netze von Kurven ab, die sich
rechtwinklig schneiden.

m Genauer: Kurven, die sich im kartesischen Koordinatensystem
rechtwinklig schneiden, werden unter der Exponentialfunktion exp auf
Kurven abgebildet, die sich ebenso (im jeweiligen Schnittpunkt)
rechtwinklig schneiden.

m Noch allgemeiner: Die Exponentialfunktion ist in C\ {0} winkeltreu
bzw. konform. Genauere Details dazu spater.
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Bilder achsenparalleler Geraden unter z — exp(z).

Urbild. Bild von (z) = exp(2).
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Kapitel 2. Komplexwertige Funktionen einer Variablen

2.4 Die Umkehrfunktion

Definition
Eine komplexe Funktion f(z) heif3t injektiv, wenn es zu jedem Punkt w € C

ihres Wertebereichs genau einen Punkt z € C ihres Definitionsbereichs gibt
mit f(z) = w.

Bemerkung

Eine nicht injektive Funktion wird ggf. durch eine geeignete Einschrankung
ihres Definitionsbereichs injektiv.

Beispiel
die lineare Funktion f(z) = az+ b, a+# 0, ist injektiv.

die quadratische Funktion f(z) = z2, ist nicht injektiv, denn es gilt
f(z)=f(—2z) far alle z € C.

die komplexe Exponentialfunktion exp(z) ist nicht injektiv, denn es gilt
exp(z) = exp(z +2xik) fir alle k € Z und alle z € C.
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Einschrankung des Definitionsbereichs.

Bemerkung

Eine nicht injektive Funktion wird ggf. durch eine geeignete Einschrankung
ihres Definitionsbereichs injektiv.

Beispiel
Betrachte die quadratische Funktion

f(z)=2z%  fiirze C mitRe(z) >0

auf der rechten Halbebene {z € C| Re(z) > 0}. Hier ist f injektiv.

Weiterhin ist in diesem Fall der Bildbereich gegeben durch die
aufgeschnittene komplexe Ebene

C™ = {zeC|Im(z)+# 0 oderRe(z) >0}
= C\{zeR|z<O0}

NuanhianalhAa Navatallitna AAn LIvhilAd  1onA DildAlhAvAainhae Af CAlia
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Umkehrfunktion.

Definition

Sei f eine injektive Funktion mit Definitionsbereich D(f) und Wertebereich
W(f). Dann ist die Umkehrfunktion =1 : W(f) — D(f) zu f diejenige Funktion,
die jedem Punkt w € W(f) den (eindeutigen) Punkt z € D(f) mit f(z) = w
zuordnet, d.h. es gilt =1 (w) = z bzw.

(fFlof)(z) = z  furalleze D(f)
(fof NY(w) = w firallewe W(f)
Beispiel
Fur den Definitionsbereich
D(fy={z=re? cC|r>0und —m/2< ¢ < 1/2}
existiert die Umkehrfunktion f=1 von f(z) = z2 mit Wertebereich W(f) = C~.

Fir den Hauptwert der Wurzel =1 : W(f) — D(f) gilt

w=Ff1(z)=vre?  firz=re* mit o =arg(z) € (—x, 7).
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Kapitel 2. Komplexwertige Funktionen einer Variablen

2.5 Der komplexe Logarithmus

Ziel: Umkehrung der komplexen Exponentialfunktion
f(z) = exp(2).
Beachte: Die Exponentialfunktion exp(z) ist fur alle z € C erklart, und es gilt
D(exp) =C und W(f)=C\ {0}

far den Definitions- und Wertebereich.
Aber: Die Exponentialfunktion ist nicht injektiv auf C.

Also: Zur Konstruktion einer Umkehrfunktion exp~! von exp miissen wir den
Definitionsbereich von exp geeignet einschranken.

Frage: Sei z = x + iy € W(exp). Welche Werte w = u+ iv kommen in Frage,

so dass gilt

eV =z7
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Konstruktion des komplexen Logarithmus.

Ausgangspunkt: Fir z = x + iy € W(exp) soll gelten
e”"=z fireinw=u+iveC.
Dann gilt
e =e"| =z
und somit u = In(|z]), wobei In : (0,) — R der reelle Logarithmus ist.

Weiterhin gilt _ _
arg(e") = arg(e*t") =arg(e'e")=v

und somit v = arg(z) + 2rk fir ein k € Z.

Daher besteht die Menge der Losungen von e = z aus den komplexen
Zahlen
w =In(|z]) +i(arg(z) + 27k) mit einem k € Z.

Die Menge der Lésungen von ¥ = z hei3t komplexer Logarithmus von z.
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Beispiele.

Die Funktion Log(z) bezeichnet den komplexen Logarithmus von z.
Beispiel

Wie sieht die Menge Log(—1) aus? Zunachst giltIn(|—1|) =1In(1) =0
und das Argument von —1 istarg(—1) = . Somit gilt

Log(—1) = {i(2k + 1) |k € Z}

fur die Werte des Logarithmus von —1.

Wie sieht die Menge Log(—1+ i) aus? Zundchst gilt | —1+i| = v/2 und
weiterhin ist arg(—1+ i) = 3% das Argument von —1+ i. Somit gilt

Log(—1+1i) = {m(@)w(%’t +27rk> 'k € Z}

fiir die Werte des Logarithmus von —1 +|.

Fir x > 0 gilt Log(x) = {In(x) +2xik | k € Z}.

o
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Der Hauptwert des Logarithmus.

Die vorherigen Uberlegungen zur Gleichung
z=¢e"
zeigten, dass die Exponentialfunktion auf dem Streifen
S={weC|-nr<Im(w)<x}

injektiv ist. Der zugehorige Wertebereich ist C.
Der einzige Wert von Log(z), der zu dem Streifen S gehort, ist

w =log(|z|) +iarg(z) mit — 7 < arg(z) < =.
Dieser Wert heif3t der Hauptwert des Logarithmus von z, kurz In(z).

Bemerkung

Der Hauptwert des Logarithmus ist nur in der aufgeschnittenen komplexen
Ebene C~ definiert. Auf der negativen reellen Achse und bei z =0 istIn(z)
nicht definiert. Auf der positiven reellen Achse stimmt In(z) mit dem reellen
Logarithmus In(x) dberein.
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Kapitel 2. Komplexwertige Funktionen einer Variablen

2.6 Die Joukowski—Funktion

Die Joukowski—Funktion, definiert durch
f(z)—1 Z—l—l farz#0
2 z ’

ist im Zusammenhang mit Problemen der Stromungsdynamik von Interesse.
Beobachtung: Es gilt die Symmetrie
f(z)=1(1/2) far z # 0.

Ziel: Analysiere das geometrische Verhalten der Joukowski—Funktion.

w= (241
2 z

die Bilder der Kreise |z| = const. und der Strahlen arg(z) = const..

Bestimme dazu fir
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Geometrisches Verhalten der Joukowski—Funktion.

Fiir z = re'® und w = u+ iv bekommen wir

Utiv=1 (re’"’ + 1e""’>
2 r

und somit
1 1 1 1\ .
u=g5 (r+ 7) cos(o) und V=735 (r— 7) sin(o).

FOr das Bild des Kreises r = ry > 0 erhalt man die Parameterdarstellung

u = %<r0+,1—0) cos(o)

(ro — :—0) sin() Eesam

74 =

N —

far den Einheitskreis ry = 1 somit u = cos(¢), fur 0 < ¢ <2z, und v =0, also
die Strecke zwischen den Punkten —1 und 1, die zweimal durchlaufen wird.
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Geometrisches Verhalten der Joukowski—Funktion.

Flr rp # 1 kOnnen wir ¢ eliminieren, womit man die Ellipse

mit den Halbachsen

1 1 1
a_§<ro+5> und b=~

und den Brennpunkten +1 bekommt.

Fazit: Die Joukowski—Funktion bildet eine Schar von Kreisen r = const. auf
eine Schar konfokaler Ellipsen ab. Die beiden Kreise r=rpund r=1/ny
werden dabei auf die gleiche Ellipse abgebildet.
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Geometrisches Verhalten der Joukowski—Funktion.

Far die Bilder des Strahls ¢ = ¢y bekommt man
u = %(r+1)cos(¢o)
0<r<oeo,
v =
fur die positive x-Achse ¢y = 0 somit
u = 3+
0<r<oo,
v = 0

das Stick {(u,0)|1 < u < oo} der u-Achse.

Analog erhalten wir fir die negative x-Achse ¢y = & das Stick —~ < u < —1.

Die Strahlen ¢y = 7 /2 (positive y-Achse) und ¢g = 37 /2 (negative y-Achse)
werden auf die komplette v-Achse abgebildet.
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Geometrisches Verhalten der Joukowski—Funktion.

Falls o9 ¢ {0,7/2,n,37/2}, so kdbnnen wir r eliminieren, womit wir die

Hyperbel

U2 V2

cos2(py) sin%(gp)

mit den Halbachsen
a=|cos(g)| und  b=|sin(¢gp)|

bekommen. Der Abstand der Brennpunkte der Hyperbel von Zentrum betragt

Vad+b?= \/cosz(qoo) +sin?(gg) = 1.

Somit liegen die beiden Brennpunkte bei +1.
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Bilder unter der Joukowski—Funktion.

S
P

Urbild. Bild der Joukowski—Funktion.
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Weitere Bemerkungen zur Joukowski—Funktion.

Die Joukowski—Funktion bildet das Polarkoordinatennetz auf ein Netz
von Ellipsen und Hyperbeln ab, die sich jeweils im rechten Winkel
schneiden. Die Joukowski—Funktion ist winkeltreu.

Die Joukowski—Funktion ist auf ihrem Definitionsbereich C\ {0} nicht
injektiv, denn fir jedes z € C\ {£1,0} qgilt z#1/z, aber f(z) = f(1/z).

Auf den folgenden zwei Einschrankungen ihres Definitionsbereichs ist
die Joukowski—Funktion injektiv.

m Auf dem Komplement des Einheitskreises D(f) ={z € C||z| > 1}.
m Auf der oberen Halbebene D(f) = {z € C|Im(z) > 0}.

Die Umkehrfunktion w = f~1(z) der Joukowski—Funktion f(w) bekommt
man durch Auflésen resultierenden der quadratischen Gleichung

w2 —2zw+1=0

nach w in dem jeweiligen Definitionsbereich D(f), somit w =z++v/z2 —1.
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Kapitel 3. Die Mobius—Transformation

3.1 Die stereographische Projektion

Vorbemerkungen: Bei der Untersuchung rationaler Funktionen

R(z) = P(2) mit Polynomen p,q: C — C

q(2)
ist es sinnvoll, die Licken des Definitionsbereichs (d.h. die Nullstellen von

g(z)) dadurch zu schlie3en, dass man R(z) dort den “Wert” «o zuordnet,
sofern nicht gleichzeitig der Zahler p(z) dort verschwindet.

Notation: Falls z* € C eine Nullstelle von g ist, d.h. q(z*) =0, und p(z*) # 0,
so schreibt man R(z*) = «, d.h. der Wertebereich von R wird um die “Zahl”
erweitert.

Definition

In der Erweiterung C* = CU {0} der komplexen Zahlenebene wird « als
unendlich ferner Punkt bezeichnet.
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Erweiterung der Rechenregeln fir C*.

Auf der erweiterten komplexen Zahlenebene C* werden zusatzlich zu den
tblichen Rechenregeln in C folgende Rechenregeln definiert.

a+oo = oo firae C
d-00 = oo farae C\ {0}
ajo = 0 firae C

Warnung: Die VerknUpfungen 0 -« und =+« lassen sich nicht sinnvoll (d.h.
nicht widerspruchsfrei) definieren.

Topologische Bedeutung: Die erweiterte komplexe Zahlenebene C* ist ein
topologischer Raum. Fir eine komplexe Zahlenfolge {z,}n, 2y # 0, gilt

Zn— oo flrn— o — 1/z7—0 firn— oo

Der Raum C* ist folgenkompakt, d.h. jede Folge in C* besitzt (mindestens)
einen Haufungspunkt. Daher wird C* als Kompaktifizierung von C bezeichnet.
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Die stereographische Projektion.

Definition
Die stereographische Projektion ist diejenige Abbildung P : S> — C* der
Riemannschen Zahlenkugel

$*={x eR%||x|| =1}

auf die erweiterte komplexe Ebene C*, die jedem Punkt x € S?,
x# N=(0,0,1)", den DurchstoBpunkt P(x) der Geraden durch x und n
durch die x;—xo—Ebene zuordnet, wobei P(N) := < definiert wird.

o

Die stereographische Projektion besitzt die folgende analytische Darstellung:

X1+ iXo
z=P(x)= 1

eC*  fir = (xy,%,x3)" €S2,

Bemerkung

Die stereographische Projektion P : S? — C* ist bijektiv.
Die Umkehrabbildung P~ ist gegeben durch P~'(=) = (0,0,1)" und

— — — T
Z+Zz z—z zz—1 .
X = P_1 (Z) — (4 |—|—q=’ (4 0 ->=\) 4 ,:) S SZ foZ S (C
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Geometrie der stereographischen Projektion.

Unter einem spharischen Bild U einer Menge B C C* verstehen wir im
folgenden das Urbild unter der stereographischen Projektion, so dass
P(U) =B.

Satz
Fir die stereographische Projektion gelten die folgenden Eigenschaften.

a) Das sphérische Bild einer Geraden in C* ist ein Kreis auf S?, der durch
N geht.

b) Ein Kreis auf S?, der durch N geht, wird durch die stereographische
Projektion auf eine Gerade in C* abgebildet.

c) Das sphdrische Bild eines Kreises in C ist ein Kreis auf S?, der nicht
durch N geht.

d) Ein Kreis auf S?, der nicht durch N geht, wird durch die stereographische
Projektion auf einen Kreis in C abgebildet.

e) Die stereographische Projektion ist kreistreu.
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Kapitel 3. Die Mobius—Transformation

3.2 Mobius—-Transformationen

Definition
Eine rationale Abbildung der Form
az+b :
W_T(Z)_CZ+d mit ad # bc

heil3t Mobius—Transformation.
Bemerkung

Fir eine Mobius—Transformation T : C* — C* gilt
Zahler und Nenner haben verschiedene Nullstellen.

Es gilt T(—d/c) =« und T() = a/c.

Die Abbildung T(z) ist bijektiv mit Umkehrabbildung T-1: C* — C*
1 aw —b
(w) =

—cw+a
Analogie zu der Inversen einer (2 x 2)—Matrix

(a b\ (d _.b\-
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Komposition von Mobius-Transformationen.

Satz

Die Komposition zweier Mébius- Transformationen ist wieder eine
Mobbius- Transformation. Genauer gilt
az+b

w=Ti(z) = 2+ d fir ad # bc
B B _ aw+p .
u=(TooTy)(2)=To(w) = Y2+ firad # By
B Az+B
~ Cz+D

Die Koeffizienten A, B, C und D ergeben sich aus dem Matrixprodukt
A BY (a B\ (ahb
Cc D) \y ¢ c d

Insbesondere gilt wegen det(AB) = detA-detB

AD—-BC = (ad—bc)-(ad—By) #0
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Kreistreue von Mobius-Transformationen.

Satz

Mobius- Transformationen sind kreistreu, d.h. (verallgemeinerte) Kreise in C*
gehen durch Mébius-Transformationen in (verallgemeinerte) Kreise Uber.

Beweis: Verwende eine geeignete Zerlegung fir ¢ # 0

az+b 4(cz+d)-%+b a ad-bc 1

cz+d cz+d C C cz+d

Wir setzen nun

wy = cz+d

e — 1
2 = w

e - 8 ad — bc »
3 = 4 o 2

Die Abbildungen w; und wj sind linear und daher kreistreu.
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Fortsetzung des Beweises.

Es bleibt zu zeigen:

Die Inversion w = f(z) = 1/z ist eine kreistreue Abbildung.

Gehe den Umweg Uber die stereographische Projektion, d.h. betrachte statt
z — 1/z die Abbildungsfolge

z—>x:=P‘1(z)—>)"(—>P()'():%

Dann gilt
1 z+z z-z zz-1\'
X=P '(2)=| ——, = =
zZ+1i(zz+1) zz+1
sowie
. 1
X = P (—
Z
T
1 1 1 1 11
_ ( zts 773 z§—1>
o 11 Y11 > 11
zz+1 i(z3+1) z3+1
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Komplettierung des Beweises.

Eine Vereinfachung ergibt

% Z+2z zZ—2z zz—1
zz+1 i(zz+1)" zz+1

= (x1,—Xx2,—x3)"

Wir erhalten damit eine Abbildung F : S> — S? mit

F(x) = (X1, —x2,—x3)"

Diese Abbildung ist eine Drehung der Sphare um die x;—Achse um 180° und
offensichtlich kreistreu.
Damit haben wir gezeigt, dass die Abbildungsfolge

z—>x::P‘1(z)—>)"(—>P()‘():%

und daher die Inversion z — 1/z eine kreistreue Abbildung ist.
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Bemerkungen zu Mobius-Tranformationen.

Bemerkung
Fiir eine Mobius-Transformation

_az+b
- cz+d

w=T(z2) mit ad # bc

gelten die folgenden Eigenschaften.

m (Verallgemeinerte) Kreise durch den Punkt —d/c werden durch T auf
Geraden in der w-Ebene abgebildet.

m Alle Geraden der z-Ebene werden durch T in (verallgemeinerte) Kreise
der w-Ebene durch den Punkt a/c abgebildet.

m Kreise, die nicht durch den Punkt —d/c gehen, werden durch T in
Kreise abgebildet, die nicht durch den Punkt a/c gehen.
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Doppelverhaltnisse und Mobius-Tranformationen.

Satz

Seien zy,2»,253 € C* und wy,ws, w3 € C* jewelils paarweise verschieden. Dann
gibt es genau eine Mébius-Transformation w = T(z), die die
Interpolationsbedingungen

w; = T(z) firj=1,2,3

erfullt. Die interpolierende Mdbius-Transformation T(z) ist gegeben durch die
Dreipunkteformel

W—wy W3 — W Z— 21 23— Z{
W—Wo W3—Wo Z—2p Z3—2Zop

Definition

Den Ausdruck
Z0— 41 43— 24

D(zy,21,20,23) = ; .
(Oa ) 73) = e —

nennt man das Doppelverhaltnis der Punkte zg, 21, 2o, z5.
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Beispiel.

Gesucht ist die Mobius—Transformation mit den Interpolationsbedingungen

Z,'|1 i 0
W,"I' —i 0

Wir erhalten diese eindeutige MObius—Transformation durch den Ansatz

w—i 0-i z-1 0-1
wH+i 047 z—i 0—i

Eine Vereinfachung ergibt
w—i z-—1

w+i z—i

bzw.
(z—D(w—=i)=—i(z—1)(w+)

und dies liefert schlieB3lich die Darstellung

(1+1)z
- (1+)z-2i
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Symmetrie zum Kreis.

Definition
Gegeben sei ein Kreis C in C mit Mittelpunkt z; € C und Radius R. Zwei
Punkte z,z' € C liegen symmetrisch zum Kreis C, falls gilt

(z2—20)(Z —20) = R?

Die Abbildung z — z’ nennt man die Inversion am Kreis C oder auch
Spiegelung am Kreis C.

Graphische Darstellung der Spiegelung an der Tafel!

Bemerkung

m Ein Punkt z mit |z — zy| < R ist stets zu einem Punkt Z' mit |z’ — zy| > R
symmetrisch.

m Gilt|z— zy| = R, so ist z zu sich selbst symmetrisch, d.h. Z’ = z.

m Der Punkt z = z; ist zu Z' = ~ symmetrisch.
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Mobius-Transformationen und Kreissymmetrien.

Definition

Zwei Punkte z, Zz’ nennt man symmetrisch zu einer Geraden in C, wenn 2’
aus z durch Spiegelung an der Geraden entsteht.

Satz

Moébius-Transformationen erhalten Symmetrien zu (verallgemeinerten)
Kreisen.

Genauer gilt:

Ist C ein (verallgemeinerter) Kreis in C* und liegen z und z’ symmetrisch zu
C, so liegen die Bilder von z, Z’ unter einer Mébius-Transformation
symmetrisch zu demjenigen (verallgemeinerten) Kreis in C*, der das Bild von
C darstellt.

Beispiel

Gesucht ist eine Mdbius-Transformation w = T(z), die den Kreis |z| = 2 auf
den Kreis |w+ 1| =1 abbildet mit T(—2) =0 und T(0) = i.
Eine Mdbius—Transformation ist eindeutig bestimmt, falls die Transformation
von drei Punkten festgelegt ist. Wir haben aber nur

21=-2,2=0 und w;=0, wo =1.

Reiner Lauterbach (Mathematik, UniHH) Komplexe Funktionen flr Ingenieure 57 /176

Uns fehlt also ein Punkt!

Fortsetzung des Beispiels.

Nach dem letzten Satz erhalten Mobius—Transformationen die Symmetrie zu
verallgemeinerten Kreisen.

Zzo=0 = Zzz=oo istsymmetrisch zu z; bzgl. des Kreises |z| =2

Daher ist wy der zu w», = i symmetrische Punkt bezlglich des Kreises

|lw+ 1| =1 und somit gegeben durch die Bedingung (wo +1)(wz +1) =1,
also

1 :
Ws = E(_1 +1)

Anwendung der Dreipunkteformel liefert

w—-0 w3-0 z+2 Zz3+2
wW—i ws—i z—0 z3—-0

Was passiert mit dem Term
Z3 +2

Z3—0

fir zz — 0?
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Komplettierung des Beispiels.

Was passiert mit dem Term

Z3+2
Z3—O
flr zz — o?
Es gilt
2
Z3+2 1+5 .
= —1 flirzz —
z3—0 1_|_Q 3

Z3

() (5555) - (59)

und Auflésung nach w ergibt

Wir erhalten also

z+2
w=T(z)=-— . .
(1+0)z+2i
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Beispiel.
Fir b > a > 0 betrachten wir die Mdbius-Transformation
Z+ .
w=T(z)= P wobeip = vab € (a,b)
—Z+ p
FOr die folgenden Auswertungen von T bekommen wir
Zip=+p — Wy =e0,0
L va+vb
zZz4=a,b — W3 4 = \/_ \/_ =:p>1
Z a,—b — wi \/_ va =+ 1
56 — —&,— 56 — -
f va+vb p
Z7,8=0,00 — Z778:1,—1.
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Fortsetzung des Beispiels.

m Die x-Achse wird durch T auf die u-Achse abgebildet.

m Punkte, die symmetrisch zur x-Achse liegen, werden auf Punkte
abgebildet, die symmetrisch zur u-Achse liegen.

m Kreise, die symmetrisch zur x-Achse liegen, werden auf Kreise
abgebildet, die symmetrisch zur u-Achse liegen.

Relevante Anwendung: Das elektrostatische Feld im AuBBeren von zwei
stromdurchflossenen parallelen Leitern wird in das Feld eines
Zylinderkondensators abgebildet.
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Kapitel 4. Differentialrechnung im Komplexen

4.1 Komplexe Differentiation

Definition
Sei f: D— C, D c C eine komplexe Funktion. Dann heif3t f(z) im Punkt
zp € D° komplex differenzierbar mit Ableitung (zp), falls der folgende
Grenzwert existiert,

f/(zo) — lim f(Z) B f(ZO)

Z—2Z Z — ZO

Ist f(z) in jedem Punkt eines Gebietes D komplex differenzierbar, so nennt
man f(z) holomorph, analytisch oder regular auf D.

Bemerkung

Der Grenzwertprozess z — z, erfolgt in der komplexen Ebene, d.h. die
Richtung der Annaherung z — z, ist beliebig.

Die oben stehende Division ist die Division komplexer Zahlen.

Reiner Lauterbach (Mathematik, UniHH) Komplexe Funktionen flir Ingenieure 62/176



4.1 Komplexe Differentiation

Lemma

Ist f(z) reellwertig, d.h. f: D — R, D C C ein Gebiet, und ist f(z) holomorph
auf D, dann ist f(z) eine konstante Funktion.

Beweis: Wir betrachten zuerst die Folge z, — z; gegeben durch
1
Zn=2Zp+ n

Dann ist der Differenzenquotient fir alle n € N reell, denn
f(zn) — f(20)
Zn—2p

Dagegen liefert die Folge z, — zg mit z, = Zy + i/n den rein imaginaren
Differenzenquotienten

f(zn) — f(20)
Zn— 20
Da aber die Funktion auf D holomorph ist, folgt

= n(f(zn) —f(2p)) € R

= 2(fzn) ~f(z0)) € C

f(zo))=0  flrallezyg e D.
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Die Cauchy—Riemannschen Differentialgleichungen.

Bemerkung
Ist die Funktion f(z) in zy komplex differenzierbar, so folgt

im [(2) = (20) = (20)(z — 2)
Z—2 Z— 2,

=0

bzw. dquivalent dazu

f(2) = f(20) + f'(20)(z — 20) + 0(|z — 2o|)
Sei nun f(z) im Punkt zo komplex differenzierbar. Setzen wir
y:=f'(20),
so folgt nach obiger Bemerkung die aquivalente Schreibweise
f(z) = f(20) + V(2 — 20) + €(2)|z — 2o

mit e(z) — 0 fur z — Zzp.
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Die Cauchy—Riemannschen Differentialgleichungen.

Wir verwenden nun mit z = x + jy die Darstellungen

f(z)=u(z)+iv(z) =u(x,y)+iv(x,y)

und
y=oa+iB
Damit erhalten wir
u(z) = u(zo)+a(x—x0)— By —Y)+Re(e(2))|z— 2z
v(z) = Vv(20)+B(Xx—X0)+aly—Yyo)+Im(e(z))-[z— 2z

In Matrixschreibweise lautet dies
(42)-(48)-(5 2) (5 ) veorie-s
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Die Cauchy—Riemannschen Differentialgleichungen.

Wir interpretieren jetzt f(z) als eine vektorwertige, total differenzierbare
Funktion zweier reeller Variablen, d.h.

fR? 5 R?

mit der Jakobi—Matrix

Jf(Xo0, ¥0) = ( Ux Uy>

Vx Vy

Satz

Die Funktion f(z) ist im Punkt zo € D genau dann komplex differenzierbar,
wenn f(z) als Funktion f : R? — R? dort total differenzierbar ist und die
Cauchy—Riemannschen Differentialgleichungen gelten

ux(z0) = Vvy(2)

uy(20) = —wx(20)
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Darstellung der komplexen Ableitung.

Korollar
Ist f(z) komplex differenzierbar in zy € D, so folgt

f'(z0) = ux(20) + ivx(20)-

Beweis: Da f'(zy) € C schreiben wir
f'(z0) = U(20) +iV(20)

Daraus ergibt sich
(20)-(2—20) = (U(20)+i7(20))- |(x—X0) +i(y ~ yo)]
= U-(x=x0) = V- (y=y0) +1 (V- (x=x0) + 8- (y = 10))

Da f in zy total differenzierbar ist und die Cauchy—Riemannschen DGLs erfillt
sind, gilt ebenfalls

(o s )o(ro ) (Yl o))
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Holomorphe Funktionen und die Laplacegleichung.

Satz
Ist f € €2 holomorph auf D, so gilt

Uxx + Uyy = Vxx + Vyy = 0,

d.h. sowohl der Real- als auch der Imaginarteil von f erflillen die
Laplacegleichung.

Beweis: Ist f(z) holomorph, so folgt

A= Ty T ax ay

ax "y ax oy

Es gilt auch die folgende Umkehrung: Erfullt u = u(x, y) auf einem
zusammenhangenden Gebiet die Laplacegleichung Au = 0, so existiert eine
differenzierbare Funktion v = v(x, y), sodass f(z) = u(z) +iv(z) auf D
holomorph ist.
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Beweis der Umkehrung.

Sei u=u(x,y) mit Au= 0 gegeben. Gesucht ist eine Funktion v = v(x, y),
sodass die Cauchy—Riemannschen Differentialgleichungen erflllt sind, also

Vy = —Uy Vy = Uy
Aus den C.R. DGL:s folgt
gradv = (vx,Vy) = (—uy,ux) =: V = (Vy, Vo)

Wir suchen also ein Potential v mit gradv = V. Unter der
Integrabilitatsbedingung

oVy AV,
- —— = =0
dy  dx
ist die Existenz eines solchen Potentials gesichert.
Nun gilt aber
Vi dV.
dy  dx
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Differentiationsregeln.

m Es gelten die folgenden Regeln:
(f£9)(20) = f(z0)£9'(20)
(f-9)(20) = f(20)9(20)+f(20)d'(20)

IAY _ F(20)9(20) — F(20)9'(20)
(g) (20) = (0(20))?2

m Kettenregel: Ist f(z) differenzierbar in zy und g(w) differenzierbar in
wo = f(Zp), so folgt

(gof)(20) =9'(f(20)) f'(20)

m Ableitung der Umkehrfunktion: Ist f(z) holomorph und f'(zy) # 0, so ist
f(Zp) um Zzy lokal bijektiv und es gilt

(F1Y (wo) = ﬁ» wo = f(20)
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Die modifizierte Kettenregel.

Lemma
Ist f(z) holomorph auf D und ist ¢ : [a,b] — D eine €' —Kurve in D, so gilt

d , .
g1(e(t) = (c(t))-c(t)

Beweis: Zunachst gilt

%f(c(t)) = %u(c(t))+i%V(C(f))
= (UxCi+UyCo)+i(vxCi+Vyl2)
Daneben haben wir
f'(c(t))-e(t) = (ux+ivy)-(c1+ico)
= (UxC1 — VxC2) + 1 (VxCi + UxC2)

Beide Terme sind wegen der C.R. DGLs identisch.
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Beispiele.
Beispiel
Fir f(z) = z erhalten wir wegen u(x,y) =x und v(x,y) =y
f'(2)=ux(2)+ivk(z)=1
Daraus folgt, dass komplexe Polynome auf C holomorph sind mit
a (i akzk) = zn: g kz"1
az \ ;2o k=1
Explizite Berechnung fiir f(z) = z2: mit
f(z) =22 = (x> —y?)+i2xy
berechnet man
f'(2)=ux(2)+ivk(2)=2x+i2y =2z
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Beispiele.

Beispiel

Rationale Funktionen, also Funktionen der Form

(2) p(2)

== p, qQ komplexe Polynome

q(2)’

sind an allen Stellen mit q(z) # 0 komplex differenzierbar.

Die Exponentialfunktion f(z) = e* = e*(cosy + i siny) ist komplex
differenzierbar mit f'(z) = €%, denn mit

u(x,y)=e*cosy, v(x,y)=e€e*siny

sind die C.R. DGL's erfillt

ux = v, = e*cosy, Uy, =—vxy=—e*siny
und es gilt
f(Z)=ux+ivy=e*cosy+ie*siny = é&?
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Weitere Beispiele.

Beispiel
Die trigonometrischen Funktionen
1/ . . 1/ . .
sinz:= — (&% — e_’z> COSZ := — (e’z e_’z>
7 ’ 2\

sind nach Beispiel 3 holomorph auf C und es gelten den reellen
Funktionen analoge Formeln.

Durch komplexe Potenzreihen erklarte Funktionen

f(2)= Y ax(z—2)
k=0

sind auf ihrem Konvergenzbereich K;(Zy) holomorph mit

oo

f(z) =Y akk(z—z)"""
k=1

und damit auf K;(zy) gleichzeitig beliebig oft komplex differenzierbar.
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Kapitel 4. Differentialrechnung im Komplexen

4.2 Konforme Abbildungen

Satz

Sei f: D — C eine holomorphe Funktion auf einem Gebiet D c C mit f'(z) #0
fur alle z € D. Dann gilt lokal an einem Punkt zy € D:

a) Winkel zwischen sich im Punkt zo schneidender Kurven bleiben bei der
Transformation w = f(z), einschlieBlich des Umlaufsinns, erhalten,

b) der Term |f'(zy)| ist die fiir alle von zy ausgehenden Richtungen
gemeinsame Langenverzerrung. Insbesondere bleiben
Langenverhaltnisse erhalten.

Abbildungen mit diesen beiden Eigenschaften nennt man konforme
Abbildungen.
Far konforme Abbildungen gilt die folgende Umkehrung des Satzes.

Satz
Ist w = f(z) eine konforme Abbilduna und als Funktion f : R? — R? stetiq
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Beweis des ersten Satzes.

Seien ¢ und d zwei Kurven, die flr t = 0 durch den Punkt z, laufen. Die
beiden Tangentialvektoren in diesem Punkt sind dann ¢(0) und d(0) und flr
den Winkel y zwischen den Tangentialvektoren gilt

= 4£(¢(0),d(0)) = arg(d(0)) —arg (¢(0))

Mittels f erhalten wir die beiden Kurven foc und fod im Bildraum.
Der Winkel ¥ zwischen den beiden Kurven im Punkt f(zy) im Bildraum lautet

7 = 4£(f(20)¢(0).f(2)d(0))
= arg(f'(20)d(0)) —arg(f'(20)¢(0))
= arg(f'(z0)) +arg(d(0)) —arg(f'(20)) —arg (¢(0)) = v

und bezlglich der Langenverzerrung berechnet man

12 (foc)ll = 17(20)&(0) = 17 (20)] - 1E(0)
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Konforme Transformationen.

Definition

Sei f: D — D' eine bijektive und konforme Abbildung zwischen den beiden
Gebieten D ¢ C und D’ ¢ C. Weiterhin sei ¢ : D — R eine reellwertige
zweimal stetig differenzierbare Funktion auf D. Dann nennt man die Funktion

V : D' — R definiert durch
V=0oof!

die konforme Transformation von ¢ mit der Abbildung f.

Physikalische Anwendungen: Ist ®(z) eine gesuchte Potentialfunktion
definiert in der physikalischen Ebene D, so ist W die entsprechende Funktion
in der Modellebene D'.

Im folgenden sind ¢ und ¥ also Potentiale, z.B.

m elektirostatische Potentiale;
m Stromungspotentiale;
m Temperaturfelder etc.

Dabei sind die Vektoren (®,®,) und (V,,V,) von besonderem Interesse.
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Der komplexe Gradient.

Definition
Fir eine reellwertige Funktion ¢ : D — R auf einem Gebiet D c C nennt man

far z = x + iy den Ausdruck

grad®(z) = 3—1) +i3—t

den komplexen Gradienten von ®(z).

Satz

Sei V die konforme Transformation von ® mit der Abbildung f. Dann gelten
die beiden Beziehungen

grad,®(z) = grad,V(f(z)) f'(z)

Az0(z) = AwV(f(2) I (2)f

Beweis: Nach Definition ist die konforme Transformation von ® mit der
Abbildung f gegeben durch W—dof !
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Fortsetzung des Beweises.

Daraus folgt aber ® = Wo f und mit f(x,y) = u(x,y)+iv(x,y)
O(x,y) = W(u(x,y), v(x.))
Wir berechnen nun
Oy = Vyulx+WVyvy
¢, = Wyuu,+Vyy
Fur den komplexen Gradienten gilt dann wegen f'(z) = uy + ivy

Vy(ux+iuy)+Wy (v +ivy)

= WU(UX_IVX)‘I_va(UX—IVX)

grad W (f(2)) - F(2)
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Komplettierung des Beweises.

Die Berechnung der zweiten Ableitungen ergibt
Oyx = wuuu)z(+2wuvaVx+wva§+quxx+vaxx

Daraus folgt
AD = Wy (Uf+U5) +2Wy, (U vy + Uy vy)

FW (Ve + V) + Y Au+ VA
Wir verwenden nun wieder die C.R. DGLs und erhalten

UF+u; = VvE+vi=ui+vi=|f(2)f
Au = Av=0

und damit das gewlinschte Resultat
Ad = AV |f'(2)2
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Zur praktischen Anwendung konformer
Transformationen.

Korollar

Bei konformen Transformation gehen harmonische Funktionen in
harmonische Funktionen dber.

Anwendung konformer Transformationen: Gegeben sei das
Dirichlet—Problem fir die Laplacegleichung, d.h. die Randwertaufgabe

Au=0 inD
u=g aufdD
wobei D C R? ein “kompliziertes” zweidimensionales Gebiet sei.

Mit Hilfe einer geeigneten konformen Transformation lasst sich das Problem
nach folgender Vorgehensweise sogar explizit [0sen.

suche eine konforme Transformation, die das physikalische Gebiet D auf
das “einfache” Modellgebiet D’ transformiert;

transformiere die Randbedingungen auf d D zu Randbedingungen auf
dD' und l6se das Dirichlet—Problem auf D';
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Ein Anwendungsbeispiel: Ebene Potentialstromungen.

Wir wollen das Geschwindigkeitsfeld einer stationaren, wirbel- und
quellenfreien Umstrémung eines Zylinders berechnen. Sei dazu w : R? — R?

das gesuchte Geschwindigkeitsfeld.

Dann gelten die Gleichungen

- 8W2 8W1_
oW = S "y Y
. . aW1 8W2_
dvw = S t3y =0

Ist D  R? einfach zusammenhangend, so folgt aus der ersten Bedingung
es existiert eine Funktionu: D — RmitVu = —w

und aus der zweiten Bedingung

es existiert eine Funktion v: D — Rmit Vv = (ws, —wy)"
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Das komplexe Stromungspotential.

Man nennt
m die Funktion u das Geschwindigkeitspotential;
m die Funktion v die Stromfunktion.

Die zur Stromfunktion gehérenden Stromlinien sind Losungen der
gewohnlichen Differentialgleichung y’(x) = ws /wq und gegeben durch

v(X,y) = const.

Definition
Die komplexe Funktion ¢ = &(x, y) definiert durch

d(x,y)=u(x,y)+iv(x,y)

nennt man komplexes Stromungspotential.

Das komplexe Stromungspotential ®(z) ist eine holomorphe Funktion, denn
es gelten die Cauchy—Riemannschen Differentialgleichungen

Ux—Vy = —wj—(—wy)=0
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Uy +vx — —WwW2 T wp — V.

Fortsetzung: Ebene Potentialstromungen.

Das Geschwindigkeitsfeld w Iasst sich direkt berechnen: wegen
S (2)=Ux+ivy=—wy+iws

folgt

W=Ww+iwe =—-/(2)

Unser physikalisches Gebiet ist gegeben durch D={z < C : |z| > R} und das
entsprechende Modellgebiet ist

D ={zeC|Imz#0und|Rez| > 1}

Die Joukowski—Funktion f(z) gegeben durch

0-1(5+7)

ist eine konforme Transformation von D auf D'.
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Fortsetzung: Ebene Potentialstromungen.

In der Modellebene kdnnen wir annehmen, dass ein homogenes
Geschwindigkeitsfeld vorliegt, d.h. in D’ gilt

W = const. = (V..,0)"

da eine unendlich dinne Platte eine gegebene homogene Stromung in
Richtung der reellen Achse und Geschwindigkeit V.. nicht beeinflusst.

Fir das Geschwindigkeitspotential U( W) gilt dann die Gleichung
grad U(W) = —(V.,,0)7

und daraus folgt
U(W) = V. W1

Entsprechend ergibt sich fir die Stromfunktion V(W)
grad V(W) =(0,-V..)T = V(w)=—V.. Ws
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Fortsetzung: Ebene Potentialstromungen.

85/176

In der physikalischen Ebene kdnnen wir annehmen, dass

lim grad®(z) = — V.,

Z—roo

gilt, d.h. im Unendlichen spirt die ungestorte Stromung kein Hindernis.

Wegen der Beziehung
grad®(z) =gradV¥(f(z)) - f'(2)

=335

Flr das komplexe Stromungspotential gilt dann

folgt mit

die Beziehung V.. = 2Rv...

V(W) = —2Rv..(Re W +ilm W)
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Fortsetzung: Ebene Potentialstromungen.

Wir betrachten nun die Rucktransformation in die physikalische Ebene, d.h.
d(z) = (Vof)(z) = —2Rv.(Ref(z)+ilmf(z))

Fur die Joukowski—Funktion

gilt offensichtlich

1/ x Rx 1/y Ry
Ref(z):§<ﬁ+m> 'mf(z):§<ﬁ‘x2+y2>

Damit ergibt sich in der physikalischen Ebene das Geschwindigkeitspotential
u(z)

R2x
u(z) =u(x,y) = —Vve (X+ m)
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Fortsetzung: Ebene Potentialstromungen.

Entsprechend ergibt sich fir die Stromfunktion

2
(@) =vixy) = ve (y- 5205 )

Das Geschwindigkeitsfeld w um den Zylinder ist dann gegeben durch

We Vi— ((X2+y2)2—/?2(x2—y2) 2R%xy >

(X2 + y2)? L (x®+yR)
Insbesondere gilt:

m In den beiden Staupunkten (—R,0) und (R,0) ist die Geschwindigkeit
gleich Null,
W(—R,O) - W(R7O) — (07O)T

m Die Geschwindigkeit ist maximal in den beiden Punkten (0,—R) und

(0, R) mit
Whax = 2Voo
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Kapitel 5. Komplexe Integration

5.1 Beispiele zur komplexen Integration
Definition

Eine komplexwertige Funktion 7 : [a, b] — C einer reellen Variablen ist
integrierbar, falls der Real— und Imaginarteil von f integrierbar sind, und es

e /bf(t)dt:: /bRe(f(t))dt+i/blm(f(t))dtzFm’e"q’

Es gelten zu dem Reellen analoge Eigenschaften, wie zum Beispiel

Linearitat. Weiter gilt stets
b b
/f(t)dt‘g/ (1)) dt
a a

Beweis: Man berechnet

b . b b b .
/f(t)dt _ R:e""’/ f(t)dt:/ e""’f(t)dt:/ Re(e ' f(t)) ot
a a a a
b . b
< [leerolat= [ if(n|at
a a
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Komplexe Integration analog zu Kurvenintegralen.

Reelle Analysis: Sei ¢ : [a,b] — D C R" ein stlickweiser €'-Weg, f: D - R
und F: D — R" gegeben. Dann hatten wir in Analysis Il und Il die beiden
Kurvenintegrale 1. und 2. Art

b
/Cf(x)ds::/a f(c(t)]¢ll ot

bzw.

b .
/CF(X)dX::/a (F(c(t)),c(t)) dt

Definition

Sei D c C ein Gebiet, f: D — C stetig und c: [a,b] — D ein stickweiser
€1-Weg. Dann ist

b
/f(z)dz::/ f(c(t))e(t) dt

das komplexe Integral von f(z) langs der Kurve c.

o
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Eigenschaften des komplexen Integrals.

m Der Wert des komplexen Integrals ist unabhangig von der
Parametrisierung der Kurve.

m Bei Anderung der Durchlaufrichtung gilt

/_Cf(z)dz:—/cf(z)dz

Hier ist (—c)(t) :=c(b+t(a—b)),0 <t <1,

m Linearitat
/(af(z) +Bg(2))dz = a/ f(z)dz+ B / g(z)dz  fira,pec
c (o (o
m Additivitat bzgl. des Integrationsweges:

/ f(z)dz:/ f(z)dz+ | f(z)dz
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Weitere Eigenschaft des komplexen Integrals

Es gilt die Abschatzung

/Cf(z) dz

b
< swp |(2)- [ le)at
zeBild(c) a

Bogenlange L(c)

Beweis: Man berechnet direkt

/Cf(z) dz

_ ‘/ab TOL0 dt‘
< [Cieiiec) a

< sup [f(e(0)]- [ leto)at

a<t<b
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Ein Beispiel fir komplexe Integrale.

Beispiel

Sei f(z) = z und c(t) = re't mit0 < t < 2x. Dann gilt

2r . .
%zdz = / re’t-(rie’t> dt
c 0
2 .
= ir? / e dt
0

2rn
= ir? [ (cos(2t)+isin(2t))dt
0

2n

— —rz/oznsin(Zt))dtJrirz/o cos(2t)) dt

= 0.
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Weitere Beispiele zu komplexen Integralen.
Beispiel
Sei f(z) = z und ¢c(t) = re" mit0 < t < 2x. Dann gilt
2r ) . 2
j{Zdz = / re "t (rie’t> dt=ir®> [ dt=r? 2ni.
c 0 0
Sei f(z) = 1/z und c(t) = re mit0 < t < 2x. Dann gilt
]{1dz:j{i2dz: lzj{Zdz:Zni.
cZ c|Z| r<Je
Es gilt mit c(t) = zy + re!, 0 < t < 27 die Beziehung
2ni . farn= -1
f (z—29)"dz =
c 0 : firneZ\{-1}.
Reiner Lauterbach (Mathematik, UniHH) Komplexe Funktionen flr Ingenieure 94 /176



Fortsetzung des letzten Beispiels.

Beispiel

(Fortsetzung)

2n .\ N . 2r
]{(Z—Zo)ndz - / (re’t> -(rie’t)dt:ir”“/ g/(m 1t gt
c 0 0

s (—/Oznsin((n+1)t))dt+i/()2ncos((n+1)t))dt)

2ri - furn=—1
0 : firneZ\{-1}.

Nur fir n = —1 verschwindet das Integral nicht und es gilt

}1{ 1 dz =2mi.
cZ—2p

Frage: Woran liegt das?
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Gleichmafige Konvergenz bei komplexen Integralen.

Satz
Istf(z) = f fk(z) eine Reihe stetiger Funktionen, die auf dem Gebiet D C C
k=0

gleichméaBig konvergiert, und ist ¢ : [a,b] — D ein sttickweiser €' —Weg, so gilt

/C f(2)dz = /go /C f(2)dz

Beweis: Da die Reihe stetiger Funktionen gleichmagig konvergiert, ist auch
die Grenzfunktion f(z) stetig und daher auch integrierbar und

/Cf(z) dz—lgo/cfk(z) dz:/CFz’n(z) dz

GleichmaBige Konvergenz bedeutet

Ve>0:3dN(e) :Vn>N,zeD : |Ry(z)| < e
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Fortsetzung des Beweises.

Aus der gleichmaBigen Konvergenz folgt sofort

/Hn(z)dz <e-L(c)
(o
und damit
lim /R,,(z)dz:O
nN—eo Jo
Beispiel
Sei

c(t)=re® mitO<t<2rm

und |zy| > r. Dann gilt:

7{ dz dz=0
|z|=r £— 20

Beachte: Der Punkt zy liegt au3erhalb des Kreises c(t).
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Fortsetzung des letzten Beispiels.

Man berechnet direkt unter Verwendung der geometrischen Reihe

dz 1
=—— = —z az
~7|{z]:r Z—2 20 J\|z|=r 1 - = 742 Z

1z|=r k=0

denn es gilt
z

20

<1

Aufgrund der gleichmaf3igen Konvergenz gilt

—z dz = }1{ ZKdz=0
7%4 r kZ oz(’,‘+1 2|=r

da man Integration und Summation vertauschen kann.
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Vorgriff auf die Laurent—Reihe.

Beispiel
Eine Reihe der Form

1

()= ¥ alz-2)= Yaz-z2) + Y alz—z)
e k=0 ) k=—eo

N 7

analog zur ‘fay/or—Reihe negativeVPotenzen
nennt man eine Laurent—Reihe.
Sie konvergiert lokal gleichmaiig und absolut in einem Kreisring
0<Ri<|z—2z|<Rs

Fiir Ry < r < Ro und ¢(t) = zy+re't, 0 < t < 2r gilt daher

]{ f(z)dz= Y ak]{ (z—z)Kdz=2ria ;.
|2=z0|=r ke Jlz—20l=r
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Kapitel 5. Komplexe Integration

5.2 Der Cauchysche Hauptsatz

Wir hatten im Abschnitt 5.1 mit der Kurve ¢(t) = zg+re't, 0 < t < 2r die

Aussage
2ri - farn=—1
7{(2— 20)"dz =
c 0 : firneZ\{-1}

Frage: Wann verschwindet das Integral Gber geschlossene Kurven?

Satz (Cauchyscher Integralsatz, Hauptsatz der Funktionentheorie))

Ist G C C ein einfach zusammenhéangendes Gebiet, f : G — C eine
holomorphe Funktion und c : [a,b] — G eine geschlossene stlickweise
€1—Kurve, so gilt stets

féf(z) dz = 0.
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Bemerkung zum Cauchyschen Integralsatz.

Alle drei Voraussetzungen sind wichtig und zusammen hinreichend:

Die Funktion f(z) = Z ist nicht holomorph und es gilt

% zdz #0.
|z|=1

Das Gebiet G= {z € C : z # 0} ist nicht einfach zusammenhangend und

es qilt
1
—dz #0.
o292

Die Kurve c(t) = e+t mit 0 < t < 27 ist nicht geschlossen und es gilt

/Czdz;éo.
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Beweis des Cauchyschen Integralsatzes.

Beweis: Wir setzen c(t) = (x(t),y())T und f(x,y) = u(x,y)+iv(x,y):

b
]{f(z)dz _ /(ux—vy)dt+i/b(uy+vx)dt

= f (8 )axrif(y)ax

Bei beiden Vektorfelder (u,—v)" und (v,u)” ist wegen der C.R. DGLs die
Integrabilitatsbedingung erfullt:

u 2
rot( _V>:uy+vX:0, rot( y > =Vy—Ux=0

Daher existiert ein Potential und beide Integrale sind, da die Kurve ¢
geschlossen ist, gleich Null.
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Die Stammfunktion einer holomorphen Funktion.

Korollar

Ist G C C einfach zusammenhéngend, f(z) holomorph auf G und
C1,Co : [a,b] — G, so folgt aus c{(a) = cx(a) und c1(b) = co(b) direkt

/ f(z)dz:/ f(z)dz
Cq Co
d.h. das Integral [, f(z)dz ist wegunabhangig.

Satz (Existenz einer Stammfunktion)
Sei G C C, f(z) holomorph auf G, zy € G ein fester Punkt und setze fiirz € G

F(z):= [ 1(g)a

mit einer beliebigen stiickweisen €' —Kurve, die zo und z verbindet.
Dann ist F(z) eine Stammfunktion von f(z), d.h. es gilt

F'(z) = f(2).
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Beweis des letzten Satzes.

Beweis: Es gilt

. z+h 1
Flash=F@) oy f(g)dgz%/of(erth)hdt

1
_ /O f(z+ th) ot

Daraus folgt

F(z+h)— F(z)
h

- 1(2)

_ |/01(f(z+th)—f(z))dt|
< sup |[f(z+th)—f(z)]—0

te[0,1]

fur h — 0.
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Berechnung komplexer Integrale mittels
Stammfunktion.

Korollar

Ist f(z) auf einem einfach zusammenhédngenden Gebiet G holomorph und
F(z) eine Stammfunktion von f(z), so gilt fiir alle stiickweisen €' —Kurven

c:la,b]l — G
/ f(2)dz = F(c(b)) — F(c(a)).
C
Beispiel
Wir betrachten mit a,b € R, a,b > 0 das Integral

a+ib dz
/a—ib z2

Die Funktion f(z) = 1/2? ist auf dem einfach zusammenhé&ngenden Gebiet

G=C\{xeR:x<0},

holomorph. G ist die komplexe Ebene ohne die negative reelle Achse.

Inehecnndere ict Adac nhensteheande Intenral weniinabhinanin
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Fortsetzung des Beispiels.
Direkte Integration: Wir setzen den Integrationsweg
c(t)y=a+it, far —b<t<b
und erhalten
dz b i 1 P
cZ —b(a+it) atit|_,
B 1 1T 2ib
a—ib a+ib a2+b2
Auf der anderen Seite berechnet man mit Hilfe der Stammfunktion
atib gz 1\ [2°  2ib
/aib 22 <_E> aib &b
106 /176
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Homotope Kurven.

Definition
Sei G c C ein Gebiet, ¢, ¢ : [a, b] — G zwei geschlossene Kurven in G. Man

nennt ¢ und ¢ homotop, falls eine stetige Abbildung ¢ : [a,b] x [0,1] — G
existiert mit

®(t,0) = c(t) far alle t € [a, b]
o(t,1) = ¢(t) fur alle t € [a, b]
d(a,s) = &(b,s) furallese|0,1]

Eine geschlossene Kurve c¢ hei3t nullhomotop, falls sie sich in G stetig auf
einen Punkt zusammenziehen Iasst.

Damit folgt aus dem Cauchyschen Integralsatz:
Sei f(z) holomorph auf einem Gebiet G. Dann gilt fir zwei geschlossene
Wege c und c:

¢c,éhomotop = j{f(z) dz = % f(z) dz.
C (o]
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Beispiel und Definition der Umlaufzahl.

Beispiel
Fir jede einfach geschlossene Kurve c, die den Punkt zy € C (einmal) im
positiven Sinn uml&uft, gilt
az ,
j{ = 27i
cZ—2p

Denn c(t) ist homotop zu &(t) = zo+ €', 0 < t < 2.

Definition
Fir eine geschlossene, stiickweise ¢'—Kurve ¢ : [a,b] — C\ {zg} heift

1 adz
Umi(c, zp) = 2ni}€z—zo

die Umlaufzahl von ¢ bezlglich des Punktes z;.

Die Umlaufzahl ist stets eine ganze Zahl und gibt an, wie oft der Weg ¢ den
Punkt zo in mathematisch positivem Sinne umlauft.
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Kapitel 5. Komplexe Integration

5.3 Die Cauchysche Integralformel, Taylor-Entwicklung

Satz (Cauchysche Integralformel)

Sei f(z) holomorph auf einem Gebiet G, zy € Gund c: [a,b] — G\ {2z} ein
zum Punkt zo homotoper Weg, der z, im positiven Sinn einmal umlauft. Dann

gilt
_ 1 f(2)
f(20) = 27i %C z— 2 dz.

Beweis:

Der Weg c lasst sich innerhalb von G\ {2} auf einen Kreis K;(t) = zo + re',
0 <t <2rm zusammenziehen. Daher gilt

2n it )
7{ 2) 4, - 7%( M2) g, / 2o+ 1€7) joit gt
(o r 0

Z—29 Z—29 re't
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Fortsetzung des Beweises.

Daher qilt

21 it )
j{ 2 4 - f{ "2) g — / 2o+ 1e7) it gy
cZ— 20 K, Z— 2o 0 re't

2r )
= i/ f(zo + re') dt
0
Im Grenzfall r — 0 erhalten wir offensichtlich die Beziehung
2 )
j / f( 20 + re') dt —s 2mif(zp)
0

Da das Integral §, fo—zz)o dz aber unabhangig von r ist, folgt

7{ Zf Ezio dz = 27if(z)
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Bemerkungen zur Cauchyschen Integralformel.

m FUr einen beliebigen zp—homotopen Weg in G\ {zy}, der den Punkt z,
nicht notwendigerweise genau einmal durchlauft, gilt entsprechend

7€ Zf(_Z;O dz = 2ri-Uml(c, 29) - (o)

m N0Otzlich ist folgende heuristische Herleitung: aus der Taylor—Formel

f(zo) + Z f(k)(zo)

(z—20)"

folgt

(2) _ flz) | 5 F4(z0)

zZ—2y zZ—2 k; k!

(Z Z)k1

Formal erhalten wir damit

fizf(_zlo dz_j{z_ > 27{ (k)(Zo) (z— zg)k 1dzj o7ti-£(2p)

—O
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Ein Beispiel zur Cauchyschen Integralformel.

Zu berechnen sei das Integral

a.
c1—|—22 ‘

wobei ¢ die Achterkurve bezeichnet, die den Punkt z; = i einmal im positiven
Sinn, den Punkt z, = —/ einmal im negativen Sinn umlauft.

Berechnung mittels Partialbruchzerlegung

1
C1+22dz B f{(er/)(z—/ 2f<z+/ z—/> dz

i dz i dz
= sha kst

(27ti) =27
Berechnung mittels Cauchyscher Integralformel

- 1
50z = @der = )dz 2.
cl+z o Z— 1| ey Z+1
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Folgerungen aus der Cauchyschen Integralformel.

Korollar (Mittelwerteigenschaft)

Ist f(z) holomorph auf dem Gebiet G, so gilt fir zy € G, K:(Zp) C G die
Mittelwertformel

1 & it
f(20) = 5/0 (2o + re') ot

Korollar (Maximumprinzip)

1) Ist f(z) holomorph auf G und besitzt |f(z)| sein Maximum in zy € G,
dann ist f(z) eine konstante Funktion.

2) Ist f(2) stetig auf G und holomorph auf G, so nimmt |f(z)| sein Maximum
stets auf dem Rand d G an.

o

Korollar (Fundamentalsatz der Algebra)

n
Istp(z) = Y., axz® ein Polynom vom Grad n>1 und ap # 0, so besitzt p(z2)
k=0

Wenigstens_eine Nullstelle in C.
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Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra.

Wir nehmen an, dass das Polynom keine Nullstelle besitzt. Dann ist die
Funktion f(z) := 1/p(z) holomorph auf ganz C. Nun gilt

1
anz"+ap1z" 1+ +ag

f(2)l =

’
2|

1
1 1
an+anf1z+“’+30ﬁ

Im Grenzfall z — < erhalten wir also |f(z)| — O.

Daher muss |f(z)| in einem Punkt zy € C das Maximum annehmen und nach
dem Maximumprinzip folgt f(z) = const.

Demnach ist auch p(z) = const. =: a, aber dann gilt
anz"+ap_ 12"+ +ay =«
und wir erhalten durch Koeffizientenvergleich a, = 0, also einen Widerspruch.
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Taylor—Entwicklung komplexer Funktionen.

Satz

Ist f(z) auf einem Gebiet G C C holomorph und zy € G, so ist f(z) in jedem
Kreis K:(Zy) C G in eine Potenzreihe entwickelbar,

f(2)=Y az-z0)¢ mitlz—z|<r.
k=0

Den Punkt zy nennt man den Entwicklungspunkt.
Insbesondere ist f(z) auf G beliebig oft differenzierbar mit

f(2)= Y. kax(z—20)"
k=1

Die Koeffizienten ay der Potenzreihe sind gegeben durch
1

3y = Hf(k)(zo)
Fidr den Konvergenzradius R der Taylor—Reihe gilt
R >sup{r>0: K/(z) C G}.
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Verallgemeinerte Cauchysche Integralformel.

Satz
Analog zur Cauchyschen Integralformel

f(zo):L. f (2) dz

Z— 2

|z—2g|=r

gilt fiir die Ableitungen von f(z) die Formel

n! f(2)
@)= 5 ¢ G
|z—2zg|=r

Beweis: Nach der Cauchyschen Integralformel gilt

f(z0) = —— 74 ") ¢

27| ¢ — 2o
8—2z0|=r

wobei der Kreis | — z5| = r einmal im positiven Sinn durchlaufen wird.
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Fortsetzung des Beweises.

Liegt nun z innerhalb dieses Kreises, d.h. |z— zy| < r, so folgt ebenfalls

=, § g

-2z
§—20=r
Wir schreiben nun
1 1 ¢ — 2o
(-z — (-2 ((-2)-(z-2)
B 1T 1
SRR

Der letzte Ausdruck auf der rechten Seite ist der Grenzwert der

geometrischen Reihe
1 B i (z—zo>k
Z—Z —Z
1— ( g) k=0 \& — 20

-2z
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Fortsetzung des Beweises.
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Wir erhalten damit

T 1 i <z — 20 > k
C_Z C_ZO k=0 C_ZO
FOr den Integranden in obenstehendem Integral folgt

0y )

E—z = (§—2z) (z=2)"

und damit kann die Integralformel in der Form
_ 1 - () K
(D=5 | L oy 22

geschrieben werden.

Da die Potenzreihe gleichmafig konvergiert, kann man Summation und

Integration vertauschen.
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Komplettierung des Beweises.

Wir erhalten damit

= | 1 f
f(Z):kg,o 2_’”|C ]{ ﬁdg’ (Z—Zo)k

und ein Koeffizientenvergleich in der Potenzreihe ergibt

1 1 f(S)
a@ s gn e

|C—2zo|=r

und damit die verallgemeinerte Cauchysche Integralformel.
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Die Cauchysche Ungleichung.

Satz

Sei f(z) holomorph auf G, zy € G, Ky(29) C G. Flr die Koeffizienten der
Taylor—Entwicklung von f(z) um zy gilt dann die Abschéatzung

1 M(r)
it )| < 70
mit M(r)= max |f(2)|.

|z—zg|=r

Beweis: Aus der verallgemeinerten Cauchyschen Integralformel
|
N (zp) = L ]{ Ldz

2mi (z—zp)"
|z—zo|=r
folgt direkt
° lf(”)(z) 1 max & .21r
n! 0 T 27 |z-zo|=r \ |Z — Zg|"H!
1
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Der Satz von Liouville.

Satz
Ist f(z) holomorph und beschrankt auf C, so ist f(z) konstant.

Beweis: Aus der Cauchyschen Ungleichung folgt im Grenzwert r —
fM(z)=0 firallezeC,n>1

Damit ist auch f'(z) = 0 fur alle z € C und f(z) = const.
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Kapitel 5. Komplexe Integration

5.4 Singularitaten und Residuen

Satz (Laurent—Entwicklung)
Sei f(z) auf einem Gebiet G C C holomorph, zo € C und 0 < Ry < Ry mit

Kgr, R,(20) :={Z€C|R1 <|z—2| <R} CG

Dann ist f(z) auf Kg, r,(20) in eine Laurent—Reihe mit Entwicklungspunkt z,
entwickelbar,

f(2)= Y alz-2z)¢ firRy <|z—2z| < Ro.

Fir die Koeffizienten gilt mit Ry < p < Ro

1 f .
ax = — j{ ﬁdc furk € Z.

18—20l=p
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Die Laurent—Entwicklung.

Weiterhin gilt: Die Reihe konvergiert innerhalb des groB3ten Kreisringes
K r(20), der noch innerhalb von G liegt, in jedem kleineren kompakten

Kreisring K, p,(20) ist die Konvergenz absolut und gleichmaig.

Beweis des Satzes: Gegeben sei ein Kreisring K, g(2p) € G mit
Ry < r < R < R, und den beiden Randern

c(t) = z+re®, 0<t<2rm
cr(t) = Zo—l—Reit, 0<t<2r

Behauptung: Nach dem Cauchyschen Integralsatzes gilt fir einen Punkt
z € K r(zp) die Beziehung

_ 1 7 f(6) 11 (<)
f(z)_27ric C—de_ZﬂiC C—de
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Fortsetzung des Beweises.

Seien dazu die beiden Kurven ¢y und ¢, definiert wie an der Tafel
angegeben. Dann gilt

() ) . 19
C_ch—fﬁdc - dc f

= 2mi-f(z)+0

Wir versuchen nun, fir die beiden Kurvenintegrale entlang cg und c; eine
Reihendarstellung herzuleiten.

Sei zunachst ¢ ein Punkt auf cpg, also |{ — Zy| > |z — Zp|. Dann gilt

1 . 1 . C—Zo
-z  {—-z0 ({—20)—(z—20)

1 1 1 & (z—2\"
~ -2 1_(2 ZO):CZO.;(Z()(C—Z((;)

E—29
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Fortsetzung des Beweises.

Setzt man diese Formel in das Kurvenintegral ein, so folgt direkt

G L, {1 [0
27i

i) T2 % L |2 ) Tz dC] ea)

Sei nun ¢ ein Punkt auf ¢, d.h. |§ — zp| < |z — Zy|. Dann gilt

1 B 1 . Z— 2
-z z—2zy ({—20)—(z—2)
1 1 1 3 ()
— Z— 2 1_<g:_§8>_ Z— 2 kgo(Z—Zo)
_ i (2= 20)" mitm=—(k+1)
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Fortsetzung des Beweises.

Einsetzen in das Kurvenintegral Gber ¢, ergibt demnach

k—

1 Q) . ¢ | f(C) k
oni ) T-2% "7 X |am } T zyei 95| (27 %)
Cr Cr
Addiert man nun beide Reihendarstellungen, so folgt
f(z)= Y a(z—2z)*, r<|z—z|<R
k:—oo

wobei die Koeffizienten durch

(1 f(C)
2mi J (& — zp)k+1
R I (5
ari ) (6 —2o)

dl : k=0,1,2,...

P dl : k=-1,-2,-3,...

\

gegeben sind.
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Komplettierung des Beweises.

Nach dem Cauchyschen Integralsatz gilt dann auch

f(¢)

ak:ﬁgjg o (ke
—20l=p

fir ein beliebiges p < [r, A].

Bemerkung

m Die Laurent—Entwicklung von f(z) ist bei vorgegebenem Kreisring
eindeutig bestimmit.

m /st f(z) holomorph im gesamten Kreis Kg,(2y), so gilt aufgrund des
Cauchyschen Integralsatzes fiir k = —1,—-2,—3,... die Beziehung

ax=20

und die Laurent—Entwicklung stimmt dann mit der Taylor—Entwicklung
uberein.
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Beispiel.

Wir betrachten die Funktion

mit Entwicklungspunkt zg = 0 und Kreisring 0 < |z| < oo.

Mit der Taylor—Entwicklung

B Z2k-|-1

sinz_kgo( 1) ki

erhalten wir die Laurent—Reihe

sinz & z2k—1 1 z z3

2)="7 = EO( N ekni-z atE
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Beispiel.

Wir betrachten die Funktion

1

&)= Zihz-2

mit Entwicklungspunkt zy = 0. Der Nenner hat zwei Nullstellen in z= —1 und
z = 2. Es existieren daher drei Laurent—Entwicklungen, namlich in |z| < 1, in

1<|z|<2,undin |z| > 2.

Fdr den Kreisring 1 < |z| < 2 gilt etwa:

1 1 1 1 1 1 1
@) = 372 32z:17 %
_ <_1> NE i(i)"
6) /=p\2 3z =\ Z
v (=DF m( —1 ) K
R A
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Isolierte Singularitaten.

6 1—z/2 3z 1+1/z
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Definition

Sei f(y) holomorph auf einem Gebiet G. Ein Punkt zy € C heif3t isolierte
Singularitat von f(z), falls ein r > 0 existiert mit Ko ,(z5) C G.

Ist f(z) = ¥ ax(z — 2p)¥ die Laurent-Entwicklung in Ko ;(2o), S0 nennt man

den Punkt zy

1) eine hebbare Singularitat, falls a, = 0 fur alle k < 0 qilt,

2) einen Pol der Ordnung m € N, falls gilt

am#0 AN Vk<—-m:a=0

3) eine wesentliche Singularitat, falls a, #~ 0 fur unendlich viele k < 0 gilt.
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Einige Beispiele.

Der Punkt zy = 0 ist eine hebbare Singularitat der Funktion

sinz
f(z) = —
denn die Taylor—Entwicklung lautet
sinz _, 2_2 2_4 B
z 3! 5l
Die Funktion _

sinz

f(Z) — ?

hat in zy = 0 einen Pol der Ordnung 1.
Die Funktion f(z) = e'/? hat in zy = 0 eine wesentliche Singularitét,

denn es qilt
1 /1 1 /1\% 1 /1\3
1z_q (XY (1 LA
© 1+1!(z>+2! <z> *3 (z) T
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Ein weiteres Beispiel: Rationale Funktionen.

Rationale Funktionen haben keine wesentlichen Singularitaten: sei

eine rationale Funktion. Die Singularitaten sind die Nullstellen von g(x). Ist
nun zy eine m—fache Nullstelle von g(z), so gilt

4(2) = (z— 20)™(2), r(z0) 0 — f(z)zﬁ-mz),

wobei g holomorph in z, ist. Daraus folgt

1

@)= =gy goak(z—zo)k

d.h. z; ist ein Pol der Ordnung < m oder eine hebbare Singularitat, falls
a=a =...an-1=0.
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Klassifikation von Singularitaten.

Satz
a) Ist zg eine hebbare Singularitat, so existiert der Grenzwert lim;_, , f(Z).
Die Funktion
- f(z) . Z#£ 27
f(2)=1 limf(z) : z=z
Z—2y
ist eine holomorphe Fortsetzung von f(z).

b) Ist f(z) in einer Umgebung von zy beschrankt, so ist zy eine hebbare
Singularitat.

c) Istzy ein Pol von f(z), so gilt

Jim 1) ==

d) Ist zy eine wesentliche Singularitat von f(z), so bildet f(z) jeden
Kreisring Ko ¢(20) auf C oder C\ {a} ab.
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Kapitel 5. Komplexe Integration

5.5 Komplexe Partialbruchzerlegung, Residuensatz
Definition

Besitzt die Funktion f(z) bei zy die Laurent—Entwicklung

f(z) =Y ar(z—2) mit0<|z—2z| <,

SO nennt man
h(z; zp) Zak z—zp)k

den Hauptteil von f(z) zum Entwicklungspunkt zj.

Satz

Ist r(z) = p(z)/q(z) eine rationale Funktion, wobei der Grad des Z&hlers echt
kleiner als der Grad des Nenners ist, und sind zy,. ..,z die (verschiedenen)
Nulistellen von q(z), so gilt

r(z)=h(z;zy)+---+ h(z;zm)
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Beweis des letzten Satzes.

Idee: Wir zeigen, dass die Funktion g(z) definiert durch
m
9(z) :=r(2)-)_h(z z)
j=1

beschrankt und auf ganz C holomorph ist. Nach dem Satz von Liouville folgt
dann, dass g(z) konstant ist. Mit ZI@ g(z) = 0, folgt dann die Behauptung.

Offensichtlich ist g(z) holomorph auf dem Definitionsbereich C\ {z1,...,zn}
und die Hauptteile der Laurent—Entwicklungen zu den Entwicklungspunkten
Z1,...,Zm verschwinden identisch.

Demnach sind die Punkte zy,...,z; hebbare Singularitaten und g(z) ist
holomorph auf ganz C. Wegen grad p < grad g folgt

lim r(z) =0
Z—yo0
und damit auch
lim g(z) =0
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Fortsetzung des Beweises.

Also ist g(z) beschrankt und holomorph auf ganz C. Nach dem Satz von
Liouville folgt
g9(z) = const

und aufgrund des Grenzverhaltens flr z — o folgt
9(z2)=0

Anwendung des Satzes: Die Partialbruchzerlegung einer komplexen
rationalen Funktion kann Gber die Hauptteile der Laurent—Entwicklungen
berechnet werden, wobei die Entwicklungspunkte gerade die Singularitaten
der rationalen Funktion sind.
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Ein Beispiel zur Partialbruchzerlegung.

Man bestimme die Partialbruchzerlegung der Funktion

4
2) = i 12—

Der Nenner besitzt die beiden Nullstellen z= —1 und z = 1. Wir bestimmen
daher die Hauptteile der Laurent—Entwicklungen um gerade diese beiden
Punkte.

1) Flr z = —1 schreibt man

1 4

f(z) = .

(2)= 512 753
9(2)

Nun ist g(z) in einer Umgebung des Punktes z = —1 holomorph und kann in
eine Taylor—Reihe entwickelt werden. Es gilt daher

1

)= (~2—(z+ 1)+ 0((z+ 1))
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Fortsetzung des Beispiels.

und wir erhalten damit
2 L
(z+1)2 z+1

~N"

h(z;—1)

f(z) =

2) Analog schreiben wir fir den Punkt z = 1

1 4
f(z) = :
(2) z—1 (z+1)2
——
a(2)
und erhalten durch Taylor—Entwicklung
1 5 1
f(2) = —— -(1 —(z-1)+0((z—1) )) = — 1+
h(z;—1)

Demnach ist die komplexe Partialbruchzerlegung von f(z) gegeben durch

2 1
(z+1)2 z+1 z-1

f(z)=—
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Der Residuensatz

Definition
Ist Zy eine isolierte Singularitat von f(z), so besitzt f(z) eine
Laurent—Entwicklung zum Punkt z, d.h.

f(z)=Y ax(z—2)" mit0O<|z—z|<r

Man nennt dann Res(f; z5) := a_

das Residuum von f(z) in z.

Satz

Sei G ein Gebiet, f: G\ {z1,...,zn} — C sei holomorph, c eine
geschlossene, stiickweise €' —Kurve in G\ {z1,...,zm}, die in G nullhomotop
ist, d.h. innerhalb von c liegen héchstens die isolierten Singularitaten
Z1,...,Zm. Dann gilt

%f(z) dz =2mi i Umli(c; zx) - Res(f; z).
c k=1
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Beweisskizze zum Residuensatiz.

1) Zunachst geniigt es, nur die Singularitaten zu betrachten, die innerhalb
von c liegen, da sonst die Umlaufzahl Null ist.

2) Man zerlegt c in geschlossene Kurven ¢y, ..., cs, sodass jede dieser
Kurven ¢; nur Singularitaten mit gleicher Umlaufzahl /; enthalt.

3) Jede Kurve ¢; ist innerhalb von G\ {zy,...,2n} homotop zu einer /—fach
durchlaufenen einfach geschlossenen Kurve ¢;. Daraus folgt

y{ z)dz_fo(z)dz_Z/ %f(z

4) Jeder einfach geschlossene Weg ¢; kann in eine Summe von Kreisen um
die Singularitaten innerhalb von ¢; zerlegt werden. Daraus folgt

]{ f(2)dz= Y Umi(c;z) f(z) dz
¢ k=1

|Z2—2k|=px
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Fortsetzung der Beweisskizze zum Residuensatz.

Mit der Laurent—Entwicklung um zj gilt aber

f{ f(z)dz = j{ i aj(z—zk)jdz
2=z |=px |

Z=Zk|=Pk j=— o

- Yaf (-aja

j:—oo ’Z*Zk‘:pk
= 2rmi-a_1=2ni-Res(f;zx)
Fir die Kurve an der Tafel erhalt man also

]{f(z) dz = 2mi-[2Res(f:z)+Res(f:2)

+Res(f;z3) +2Res(f; z4) + 2Res(f; z5)]
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Methoden zur Berechnung von Residuen

Satz
a) Ist zy ein einfacher Pol von f(z), so besitzt f(z) eine Darstellung der
F
orm f(z) = a9(2)
Z— 2

mit einer in zy holomorphen Funktion g(z). Fir das Residuum gilt dann
Res(fizo) = g(20) = Im (Z = 2p)i(2)

b) Istf(z) = p(z)/q(z) mit auch in zy holomorphen Funktionen p und q
eine rationale Funktion und zy eine einfache Nullstelle von q(z), so gilt

Res(f; zy) = c,;’((zz(:)))

c) Giltf(z)=g9(z)/(z—zy)™, m>1 mit einer in einer Umgebung von z
holomorphen Funktion g(z), so gilt
v 9" (=)
RGS(f,Zo) = (m—1)! .
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Beweis des letzten Satzes.

Wie man leicht sieht, ist Teil a) ein Spezialfall von Teil c).

Weiterhin kann Teil ¢) Uber eine Taylor—Entwicklung bewiesen werden, da
g(z) in einer Umgebung von z, holomorph ist.

Wir schreiben zunachst

> k)
@)= e = L, S - 20

Daraus kann man direkt das Residuum ablesen und es gilt

(m=1)
aq= Q(TS?) = Res(f; zp)

Far Teil b) definieren wir
q(z) = (z—20)r(2)

Dann ist r(z) im Punkt zy holomorph fortsetzbar mit r(zy) # 0.
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Fortsetzung des Beweises.

Fur Teil b) definieren wir
q(z) =: (2 —20)r(2)

Dann ist r(z) im Punkt zy holomorph fortsetzbar mit r(zy) # 0.
Damit ist die Funktion

_p(2)
g(Z) T r(Z)
bei z= zy holomorph und wir erhalten fur f(z) die Darstellung
_ 9(9)
fz) = zZ—2

Nach Teil a) folgt wegen

q'(2) =r(2)+(z-2)r'(2)

gerade
_ p(20) _ p(20)
r(zo) q'(20)

Res(f;zp) = g(2o)
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Drei Beispiele zur Berechnung von Residuen.

Beispiel
Flir die Funktion 1
f(z) =
(z+1)(z—2)
hat man nach Teil a) des letzten Satzes
1 1
Res(f,—1) = =—=
es(f;=1) z-2|,__ 3
1 1
Res(f:2) = =
(7:2) z+1|,_, 3
Fur 1
f =
(2) 1+ 22
gilt nach b)
1 1 1 1
Res(f:i)= —| =— Res(f:—i) = — =_—_.
es(f; i) 57|, T2 und es(f,—I) 27|, Y
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Drei Beispiele zur Berechnung von Residuen.

Beispiel
Die Funktion
eiz
f(2)= —=
(2) z(z2+1)?
hat bei zy = i einen Pol zweiter Ordnung. Nach dem letzten Satz, Teil c),
gilt
Res(f;i)=g'(i) = _3
=90 ="2¢

wobei die Funktion g(z) aufgrund der Darstellung

eiz
N2) =z ez =02
durch .
9(z) = 2(z 412

gegeben ist.
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Kapitel 5. Komplexe Integration

5.6 Berechnung reeller Integrale mittels Residuensatz

Satz

Sei r(x) = p(x)/q(x) eine rationale Funktion, die keine Singularitaten auf R
besitzt, und es gelte
grad(q) = grad(p) +2

Dann folgt

/m r(x)dx=2mi Y Res(r;z)

- Imz>0

Beweis: Wegen grad(q) > grad (p) + 2 existiert nach dem
Majorantenkriterium das oben stehende uneigentliche Integrale, denn flr
x> 1 qilt

pX)| _ ¢

q(x)| = x2
Wir approximieren jetzt das uneigentliche reelle Integral durch ein komplexes
Integral entlang einer Kurve (siehe Tafel).

Reiner Lauterbach (Mathematik, UniHH) Komplexe Funktionen fur Ingenieure 147 /176

Fortsetzung des Beweises.

Ist r hinreichend grof3, so liegen alle Singularitaten z, von r(z) mit strikt
positivem Imaginarteil innerhalb der Kurve ¢y + c».

Daraus folgt

2mi Y Res(r;zk):j[

Im z, >0 C1+e2

r(z)dz:/ r(z)dz+ | r(z)dz

Cq Co

Nun gilt
r [}
/ r(z) dz:/ r(z)dz —>/ r(z)dz far r — oo
Cq r —o0

Weiter berechnet man

‘/CZ r(z)dz

Daraus folgt direkt die Behauptung.

c "
<max|r(z)|-nr <mr— —0 far r — oo
|z|=r r
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Beispiel.

Wir untersuchen das uneigentliche Integral

/°° ax
oo 14+ x5

Die Funktion r(z) = 1/(1 + z°) besitzt sechs Polstellen, von denen drei in der
oberen Halbebene liegen, namlich e'% e e/ % . Ferner gilt

1 Zk
Res(r;zx) = —= =——
62°|,_,, 6
Damit folgt
e dx 1 iz 1 = 1 .5n
—— = 2mi|——=€e's ——¢e'2——¢'s
/_m 14 x8 d < 6° " 6° 6 )
- I sinﬂ+sinﬂ+sin5ﬂ —ﬂ<23inn+1)
3 6 2 6/ 3 6
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Beispiel.

Wir untersuchen das Integral

=) e/(DX
——dx mita>0,w >0
oo X2+ 82

Der letzte Satz lasst sich nicht direkt anwenden, aber wegen

eia)z e~y 1
- < < firy >0
Zra| |22+ " |22+a?| " |z2 Y=
entlang des Weges ¢,, gilt die Aussage analog.
Wir erhalten also
oo eicox iwz eia)z
——adx = Res =2ni Res | ——;la
/_oox2+a2 IZ 22+2 7224 g2
mZk>O
'eia)z T
= 27i = _g ¥4
2z |,_,, a
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Weitere Anwendungen.

Satz
Sei f(z) holomorph auf{z : Imz > —¢}, € > 0, mit Ausnahme endlich vieler
Singularitaten in der oberen Halbebene Imz > 0.
Gilt
lim f(z)=0,
2|00,y >0
so folgt
CHW / f(x)e*dx =2mi Y Res(f(z)e” z)
- lmzk>0
Beispiel
Es gilt
/°° COS X dx — T
e14x2 77 e
und .
> sinx
/_oo 14+ x2 2=l
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Weitere Anwendungen.

Satz

Sei r(z) eine rationale Funktion ohne Polstellen in 0 < x < o und es gelte
gradq > gradp. Fur0 < o < 1 gilt dann

= r(x) 2ri r(z)
/O XOC dX - 1 _ e—27’£’0€i Z Res ( ZOC 'Zk>

z,cC\{0}

Dabei ist folgender Zweig von z* zu wahlen

z=re" mit0<¢p<2r = 2z%=r%'*

Beispiel
Man berechnet

/w;dx—L
0o X¥(14+x) sin(za)
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Kapitel 6. Die Fourier—Transformation

Wiederholung aus Analysis llI: Fourier—Reihenentwicklung

Sei f: R — C eine T—periodische, stlickweise stetige Funktion.

f(ty = ?O Z(akcos(kwt)erksin(kcot))
5 T/2
a = T / f(t)cos(kot)dt
~T/2
» T/2
b = = / f()sin(kot)dt
~T/2

Reelle Darstellung der Fourier—Entwicklung von f mit o =2x/T.
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Konvergenzsatz zur Fourier—Entwicklung.
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Satz

Sei f: R — C T—periodisch, stlickweise stetig differenzierbar und betrachte

die zugehdrige Fourier—Reihe

_ ?0 i (akcos(kwt)erkSin(kwt))

Dann gilt:
a) Die Reihe konvergiert punktweise und fir alle t € R gilt

Fi(t) = 5 (f(1) + (1))

b) In allen kompakten Intervallen [a, b], in denen f(t) stetig ist, ist die
Konvergenz gleichmanig.

Komplexe Darstellung

f(t) = 3 glkot mit = / f(t)e k®*dr.
(1) kzz_:ka =T T/2(
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Die Fourier—Transformierte und das Fourier—Integral.

Betrachte jetzt den formalen Grenzwert T — o, um eine Fourier—Entwicklung
flr nicht—periodische Funktionen zu erhalten

1 = T/2 .
f(t)= — g/ Okl (/ f(t e_’“’“dr> Aw
() an;w e (7)
Riemannsche Summe mit Aw := @y, 1 —wx =2n/T.
Definition
Die Funktion F(w) gegeben durch
Flo)= / f(z)e~ % dr

heiBt die Fourier—Transformierte oder Spektralfunktion von f(t). Die
Darstellung

f(t) = 21—” / Z F(0)e® do

nennt man das Fourier—Integral oder Spektrale Zerlegung von f(t).
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Diskretes und kontinuierliches Spektrum.

Bemerkung

m Die Fourierkoeffizienten (v )kez €iner periodischen Funktion f(t) bilden
das diskrete Spektrum von f.

m Die Fourier—Transformation (F(w))eer €iner nicht—periodischen
Funktion liefert das kontinuierliche Spektrum.

Andere Schreibweisen:

Flfl(0) = /_ i f(r)e @ dr

FZF(t) = ;—ﬂ/_iF(w)e""tdw

Fourier—Transformation und inverse Fourier—Transformation.
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Reelle Darstellung der Fourier—Transformation.

Bemerkung

Durch Zerlegung in Real— und Imaginéarteil erhalt man die reelle Darstellung
der Fourier—Transformation

Flo) — /_w f(7)( cos(@r) ~ isin(ax) ) dt
= a(w)-—ib(w)
mit
alw) = / ) f(t)cos(wt)dt (gerade Funktion)
b(w) = /_W f(7)sin(wt)dt (ungerade Funktion)

Entsprechend gilt folgende reelle Darstellung des Fourier—Integrals.
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Reelle Darstellung des Fourier—Integrals.

Dann gilt auch die folgende Darstellung des Fourier—Integrals

f(t) = 27r/ (a() - ib(®)) ( cos(@1) + isin(o1) ) do

_ 1 / (a(0) cos(wt) + b(w) sin(o1) ) de

T Jo

Zusammenfassung: (Sinus—, Kosinus—Spektrum)

fity = %/Ow(a(a))cos(a)t)+b(a))sin(a)t)>da)

alw) = /:f(r)cos(a)r)df

blo) = /_ Z f(7)sin(o7)de

Reiner Lauterbach (Mathematik, UniHH) Komplexe Funktionen flr Ingenieure 158 /176



Beispiel: Fourier—Transformierte des
Rechteckimpulses.

Wir betrachten den Rechteckimpuls der Form

1 : —a<t<a
f(t) =
0 : Jt|>a

Dann berechnet man
oo , a ,
Flo) = / f(t)e @t dt = / et gt
00 —a

1
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Fortsetzung des Beispiels.
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Fir die Umkehrung erhalten wir

_ 1 [~ 2sin(wa)
a—1 - eolI\Wa) it
FF) = 2n/_m 2% ot g

TJ—o

cos(wt)dw

1 = sin(wa)
[.7

5—00

Dies sind sogenannte Dirichlet—Integrale der Form

CHW /m S'”(XO‘X) dx

und man verwendet zur Berechnung den Residuensatz.
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Komplettierung des Beispiels.

Es folgt
- T : a>0
CHW/S'”(XO‘X) dx={ 0 : a=0
- -7 oa<0

Damit ergibt sich die Umkehrung in der Form

( it < a

FF](t) = t=a

(@) [\)|_L —_k

it > a

Bemerkung
Man beachte insbesondere die Mittelwerteigenschaft

Fi(t) = & ((t) +1(t")

v
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Ein weiteres Beispiel.
Gegeben sei mit a > 0 die Funktion
ea . t>0
H(t) = { 0 : t<oO
Dann gilt
Flo) = / f(t)e i@t dt = / e~ (@riolt gy
—oo 0
_ 1 arion 1
a+iw o atio
Umkehrung wieder mit Hilfe des Residuensatzes
] [ e@ : t>0
und .Z~1[F](0)=1/2.
162 /176
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Fortsetzung des Beispiels.

Konkrete Berechnung

1 = 1
ag—1 F _ _/ iot
7RI 2% ) - a+ia)e do

= / —do
27l J_ 0 — Ia

1 e e
= 27ri/_oox—iatdw

eiz
Z ©s (z—iat'zk>

Imz, >0
ea - t>0
B 0 <0
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Ein weiteres Beispiel.

Gegeben sei mit a > 0 die Funktion
f(t) = e 4

Dann gilt

Flo) = [ elea

0 oo
—oo 0

1 1
= o —
a-io a+io
B 2a
- @+l
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Existenz und Eindeutigkeit der
Fourier—Transformierten.

Satz

a) Ist f(t) stiickweise stetig und absolut integrierbar, d.h. [~ |f(t)|dt < oo,
So existiert die Fourier—Transformierte

Flo) = / i f(t)e~ @ gt

fir alle w € R. Das Integral konvergiert gleichmaBig und F(w) ist stetig.

b) Ist f(t) eine stlickweise ¢ —Funktion und absolut integrierbar, so gilt fiir

allet e R .
Uty 101 = cHw [ Flo) e d
5 () +1(t)) = CHW [ ()% do

c) Sind fi,f, wie in b) mit Fi(w) = Fo(w) fir alle o € R, so folgt f;(t) = fr(t)
in allen Punkten t, in denen f; und f> stetig sind.
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Rechenregeln der Fourier—Transformation.

Im Folgenden seien f,g,---: R — C stickweise stetig und absolut integrierbar.
Mit F(®), G(w), ... bezeichnen wir die entsprechenden
Fourier—Transformierten.

m Linearitat
Flt+gl(o) = Flfl(0)+ F[gl(o)

Flafl(w) = oZ[fl(®) (o € C)

m Konjugation

Z[fl(w) = F(-o)

denn

Ff(0) = / (et at = / " f(t)e-i-o)t gt
m Streckung

Zlf(ct))(w) = %‘F(%)
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Rechenregeln der Fourier—Transformation.

m Streckung

FIF(eh)() = %‘F(@)

denn

drt

/oo f(ct)e'®ldt = sgn(c)/w f(r)e"'“’gé

= % /_0; f(r)e "¢ dr
m Verschiebungssatze
Z[f(t— a))(w) = e *?F(w)
Z[e™f()(0) = F(o - a)
Folgt durch direktes Einsetzen
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Rechenregeln der Fourier—Transformation.

m Faltungssatz
Man nennt

(F+g)(t):= [ _ft-)g(x)ds

die Faltung der Funktionen f und g. Es gilt
Zlf+gl(0) = F(0)-Gw) und ZIf g](w)= 21—% <F>|< G)(w)
denn

Flf+g] = /_Z(/_Zf(t—f)g(f)df) e/t gt

— /m (/m f(t—1)e~@l="7) dt) g(t)e ®*dr

— F(0)- | _g(x)e " drdt = F(w)- G(0)
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Ein Beispiel fir den Faltungssatz.

FUr die Faltung g = fx f des Rechteck—Impulses

1 . —1<t<it
f(t) =
0 : |tf|>1

gilt
1 2 : <t<
H = f(t—1)dt =
o(t)= [ f(t-n)de { o s

Nach dem Faltungssatz folgt mit dem vorherigen Beispiel direkt

4
G(@) = Flo) . Fl@)= 4 @@ @ @70

4 - 0=0
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Rechenregeln der Fourier—Transformation.

m Differentiation
Ist (1) eine stlickweise ¢'—Funktion mit endlich vielen
Unstetigkeitsstellen 71,..., 7, und sind f(t), f'(t) absolut integrierbar, so

gilt

3

Zf](0) = ioF(w)— ;(f(fk _frk))e_;mk

Beweis mittels partieller Integration.

Ist f(t) sogar stetig, so folgt
Zf|(0) = ioF(®)
und unter entsprechenden Voraussetzungen gilt sogar
Zf)(0) = (i) F(o)

Wesentliche Eigenschaft zum Einsatz der Fourier—Transformation bei
Differentialgleichungen.
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Beispiel.

Wir betrachten die gewohnliche Differentialgleichung

y'(t)+ay'(t)+ by(t) = c(1)

mit den Grenzbedingungen

lim y(t) =0,

[t|—ee

lim y'(t)=0

[t] e

Man berechnet nun die Fourier—Transformation der Differentialgleichung

Zyl(o)
Z (o)
Zy"(o)

Y(o)
—ioY(w)

—0?Y(w)

Die Fourier—Transformation der Differentialgleichung lautet damit

(—0?+iva+b)Y(w) = C(0)
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Fortsetzung des Beispiels.
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Die Fourier—Transformation der Differentialgleichung lautet damit

(—0?+iva+b)Y(w) = C(o)

und es ergibt sich
Y(o)=

C(o)

C(w)

—w?+iwa+b
Nach Ricktransformation ergibt sich

e dw

1 oo
y(t)= 27:/ —w?+ima+b

und damit

c(t)

e (=7 drdw

y(t) = 27r/ / — w2
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Anwendung der Fourier—Transformation bei partiellen
Differentialgleichungen.

Wir betrachten das Anfangswertproblem far die Warmeleitungsgleichung
{ U[' - Uxx fur (X,t) ERXR+
u(x,0) = up(x) farxeR

Eine Fourier—Transformation bezlglich der x—Variablen liefert

[o0)

U(a),t):/ u(x, t)e~"X dx

Damit folgt flr die Warmeleitungsgleichung
Uy = (io)?U, firt>0,weR

Dies ist eine gewohnliche Differentialgleichung in t mit Parameter w.
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Anwendung der Fourier—Transformation bei partiellen
Differentialgleichungen.

Daraus folgt
U(w,t) = U@,0)e ®!  mit  U(o,0)= Uy(o)

und damit )
U(w,t) = Uy(w)e !

Rucktransformation: Mit der gegebenen Anfangsbedingung haben wir die

Beziehung
F o] = tp(x)

Weiter gilt
Z1 [e—wzt] _ 21_7r /oo e—w2teiwx do — 21_77: /oo e—w2t+ia)x do
1 X2
_ e U
2V/nt
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Anwendung der Fourier—Transformation bei partiellen
Differentialgleichungen.

Aus dem Faltungssatz folgt dann

1 %2
u(x,t) = 9‘1[er‘”2t]:uo*<2\/n_te‘4t>

(x=8)?

= ¢—/ 3 ug(€) de

Weiteres Beispiel: Potentialproblem fir die Halbebene

Uxx+Uyy =0 fUr(X,t)ERXR+
u(x,0) = up(x) farxeR

Fourier—Transformation bezuglich x (bei festem y) liefert die Poissonsche
Integralformel flr die Halbebene

e B e e T
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Ende der Vorlesung.
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