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3.4 Singularitaten, Residuen

Satz: (Laurent—-Entwicklung)

1) Sei f(z) auf einem Gebiet G C C holomorph, z5 € C (Entwicklungs-
punkt), 0 < 7 < R mit
Kz p(z0) '={z : T <[z — 20| < R}y C G
Dannist f(z) auf K p(zp) in eine Laurent-Reihe entwickelbar:

o0

f@) = Y _a(z-2)* 7<|z—z2|<R
k

2) Fur die Koeffizienten gilt (7 < p < R)

1 j{ f(<)

C— i1 (kD)

1L == —
k= o
|{—zo|=p
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Setzt man diese Formel in das Kurveninéegral ein, so folgt direkt
LI g £(0) ]

: d¢ =
ZNICR (—=z h—0

(z — z0)F

1
Qﬂ_z‘éi (¢ — zo)k—l—l d¢

Sei nun ¢ ein Punkt auf ¢, d.h. | — zg| < |z — z0|. Dann gilt

1 1 z — zq

(—z z—z0 (¢—20)— (z— 20)
o0 k
_ 1 1 _ 1 Z(C—ZU):@_,)

3_30.1—@:—2) _E_ZD.R‘:O z—z(
bp)= - ¥ LN e et )
) M= — 00 (q _ZD)T“I—I_]- Fen
- A <2  (5-%)
‘_6___-_&—!———— - — ' =
P - g‘:z; N —2_; 21 109

. @ -2,V
= % Cjﬁ_z")”ﬂ - @(’#7

J==1






Bemerkung:

1) Die Laurent-Entwicklung von f(z) ist bei vorgegebenem Kreisring
eindeutig bestimmt.

2) Ist f(z) holomorph im gesamten Kreis K p(zp), so gilt aufgrund des
Cauchyschen Integralsatzes fur k = —1, -2, —3, ... die Beziehung

ap, =0 ~hg 0

und die Laurent-Entwicklung stimmt dann mit der Taylor—=Entwicklung

liberein. @
hWee QK = 2 g —'[—"LTG’ ?H Q — md'jt{:)



Beispiel:

Wir betrachten die Funktion

mit Entwicklungspunkt zg = 0 und Kreisring 0 < |z| < oc.
Mit der Taylor—Entwicklung

k41 3 g
- L2 _ 4 =
sin z — = — =+
Z SR CT 3T |
erhalten wir die Laurent—Reihe
2k—1 3
sin z z 1 Z Z
f(}_ E:(_ 1)k = 4=

(2k+ 1)1 = 3l 5l
thc}}{<~/l
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