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Beispiel 1: CE]”'T- 1ne
Sei f(z) =z und ¢(t) = reit mit0 < t < 2. Dann gilt
2T
j{ zdz = [ re't . (rie't) dt
c 0
2T
= ir? [egﬁ dt
0
2T
= 2 [ (cos(2t) + i sin(2t)) dt
0
2 2
= 2 f sin(2t)) dt + i 12 [ccs(?t)}dt
0 0
= 0
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Beispiel 4: (Fortsetzung) T { —
. 2m 2T \
/(3 —zg)"dz = [ (rﬂ”)” - (rie’t) dt = ir"t1 fﬁf{”-{_l:” dt
e 0 3
2m 27
S| [Sin{{ﬂ + 1)t))dt 4+ / cos((n + 1)t)) dt
0 0

. {271’;-',  furn = -1

0 : firneZ)\ {-1}

Nur flir n = —1 verschwindet das Integral nicht und es gilt

Frage: Woran liegt das?
7
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Aus der gleichmafigen Konvergenz folgt sofort

fRn_(z)dz < e L(c)
[
und damit
Jim / Rn(z)d== 0
s A . &;..
Beispiel:
Sei c(t) = re't, 0 < t < 27 und |zg| > r. Dann gilt:
% dz dz =0 g —
. Z—Z0
|z|=r

Beachte: Der Punkt zg liegt auRerhalb des Kreises ¢(t).
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Bemerkung:
Alle drei (fett gedruckten) Voraussetzungen sind wichtig und zusammen
hinreichend:

1) Die Funktion f(z) = Z ist nicht holomorph und es gilt:
ﬁ( Zdz# 0
|z|=1

2) Das Gebiet G = {z € C : =z # 0} ist nicht einfach zusam-
menhangend und es qilt: ,

f e db\
2]=1 \
3) Die Kurve c ist nicht geschlossen und es gilt: \‘/

/zdz =0, c(t)=1FTI o0<t<on
c
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Beweis des Cauchyschen Integralsatzes: -
Wir setzen ¢(t) = ((t), y())! und f(z,y) = u(z,y) + iv(z, y):

-
—~o
X

g{t?wt{‘”#*: g1.£.l'r(z)a!z = j(u;&—uy‘)dt+ij(u§,+ﬁi)dt :ji(_z);(\?})>ﬂl++’
=j§(_uv)dx-|—if(:)dx £<(E)}@>JF

[
Bei beiden Vektorfelder (u, —v)T und (v, )7 ist wegen der CR-DGLs die Ul ]

Integrabilitatshedingung erfullt: A }

rot( “ )=uy+ur=0, rot(ﬂ)=fuy—ur=0
—v u

Daher existiert ein Potential und beide Integrale sind wegen der ge-
schlossenen Kurve c identisch gleich Null.
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Korollar: Ist G < C einfach zusammenhangend, f(z) holomorph auf &
und ¢q,¢5 : [a,b] — G, so folgt aus c1(a) = co(a) und ¢1(b) = co(b)
direkt 51@31» e by

/f(z)dz=/f(z}dz Ca C, ? -
€1 €2 cq

d.h. das Integral | f(z) d=z ist wegunabhangig. .
t!- (=) &) =66

Satz: (Existenz einer Stammfunktion)
Sei G C C, f(z) holomorph auf GG, z5 £ G ein fester Punkt und setze fur
ze G

F(=) = [ £(6)d

mit einer beliebigen stuckweisen Cl—Kurve, die zp und z verbindet.
Dann ist F'(z) eine Stammfunktion von f(z), d.h. es gilt

F'(z) = f(2) .



Beweis: ,--"‘?”H t JTL' CQ/ = 2‘0“'—# L’ Cé K:g
Es gilt € +elo "j

z4-h 1
F(z+h) - F(z) _ 1 _1
- = - f f(&)df—hb/f(z+th}hdt
1
— jf(z-l—th}dt
0

A
Daraus folgt °
i : 1
sz+h§—F(3)_f(z)‘ — (f(z4th) — f(2))dt
0

< sup [f(z+th)—f(z) —0
te[0,1]

fur h — 0.
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Korollar:

Ist f(z) auf einem einfach zusammenhangenden Gebiet G holomorph und
F' (=) eine Stammfunktion von f(z), so gilt fiir alle stiickweisen C1-Kurven
c:la,bl =G

[ 1(2)dz = F(e®) = F(c(a) L
C E,LJ !
Beispiel:
Wir betrachten mita,b € R, a, b > 0 das Integral
a_-l/-i-bdz L — \ >
2
a—ib - ‘ Q- |' |=
Die Funktion f(z) = 1/z2 ist holomorph auf dem einfach zusam-

menhangenden Gebiet G mit

G=C\{zeR:z<0}

10



Bemerkung:

Anstelle des einfachen Zusammenhangs genugt es, im Cauchyschen Inte-
gralsatz zu fordern, dass ¢ nullhomotop ist, d.h. sich in G stetig auf einen
Punkt zusammenziehen lafit.

Der Begriff homotope Wege wird auf Folie erklart.

Folgerung aus dem Cauchyschen Integralsatz:

Sei f(z) holomorph auf einem Gebiet G. Dann gilt fur zwei geschlossene
Wege c und c:

c,¢ homotop = )’!{f(z)dz = {f(z)dz

c

N, e.x.
& O

11



Bemerkung:

Anstelle des einfachen Zusammenhangs genugt es, im Cauchyschen Inte-
gralsatz zu fordern, dass ¢ nullhomotop ist, d.h. sich in & stetig auf einen
Punkt zusammenziehen laft.

Der Begriff homotope Wege wird auf Folie erklart.

Folgerung aus dem Cauchyschen Integralsatz:

Sei f(z) holomorph auf einem Gebiet G. Dann gilt flir zwei geschlossene
Wege c und c:

c,¢ homotop = j’{f(z)dz = Iﬁf(z)dz

C C N, e.t.
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