Komplexe Funktionen, SoSe 2009  26.08.2009 (Hinze/Kiani)Version C 1

Aufgabe 1)

a) Sei i die imagindre Einheit und R das Rechteck

R := {ze C:z=z+1iy,z€ (0,2),y€ (O,%)}

Bestimmen Sie das Bild von R unter der Abbildung
f:C— C, f(z):=1i-¢€
und fertigen Sie eine Skizze des Bildes an.

b) Es seien «, § € R mit a < [ fest vorgegeben. Welche der folgenden Gebiete kénnen
mittels einer Mobiustransformation auf einen Sektor der Form

S::{wEC:w:r6i¢,r€R+,—7r < 1 <gz$<<p2<7r}

abgebildet werden? Bitte begriinden Sie Ihre Antworten.
(i)
Gi:={ze C:a<|z|< p}.

(i)
Gy:={2z€ C:a< Re(z) < f}.

(iii)
3 3
Gs = {ZEC D r— o] < Z|ﬁ_a|’|2_6|< 1|ﬁ—a|}.

Hinweis : Sie brauchen keine konkrete Transformation anzugeben.

Losung zu Aufgabe 1)

a) f(z) =" = W = ¢*.¢¥  —s [1 Punkt]
e = e e ) =), arg (f(2) =y e (03)
f(2) =i f(z) : um 7/2 gedreht. Also
/()] = | J(2)| € (1,e), [1 Punky]
arg (f()) € (5, 7) [1 Punk]

Skizze: Viertelkreisring im zweiten Quadranten mit Innenradius 1 und Auflenradius
e?. [1 Punkt]
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b)

c)

Ein Sektor S der angegebenen Form wird begrenzt durch zwei verallgemeinerte Kreise
mit den zwei Schnittpunkten Null und co. [1 Punkt]

Das Ringgebiet
Gi={zeC:a<|z|< p}.
wird begrenzt durch zwei schnittfreie verallgemeinerte Kreise. Die Transformation von

G auf S mittels einer Mébiustransformation ist nicht moglich. [1 Punkt]

Der Parallelstreifen

Gy:={ze€ C:a< Re(z) < f}.

wird begrenzt durch zwei verallgemeinerte Kreise mit dem Schnittpunkt co. Die Trans-
formation von G auf S mittels einer Mobiustransformation ist nicht méglich. [2
Punkte]

Das Gebiet

3 3
Gs = {ze@:\z—a!< Z|ﬂ—a\,]2—6|< Z|B—a!}.

wird begrenzt durch zwei verallgemeinerte Kreise mit zwei Schnittpunkten z; und 2.
Bildet man mittels Mobiustransformation einen dieser Schnittpunkte auf Null ab, und
den anderen auf co so geht G in einen Sektor iiber. [2 Punkte]

Skizzen:
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Aufgabe 2)

= x? cos(wz)

a) Berechnen Sie 0 (221 4)(22 + 1)

dr, weRT.

1

b) Gegeben sei f(z) = Pyt

(i) Berechnen Sie die Residuen von f in allen isolierten Singularitdten von f.

(ii) Berechnen Sie
7{ f(z)dz, C:[0,21] — C, C(t) = (2+2i) +2e ™.
c

(iii) Bestimmen Sie diejenige Laurent—Entwicklung von f zum Entwicklungspunkt
29 = 2 + i, die in einer Umgebung des Punktes z* = 2 gegen f(2) konvergiert.

Losung zu Aufgabe 2)

a) [3 Punkte]

/ooo (:ﬂ@((xwi D" : /Z <xx+®<<x%+) DR e </Z (=2 +4>< +1) dz)
_ %Re (2m [Re% ((?2 +Z4)€£; Y z) + Res ((22 +Z4)e;wz .y 2Z)D
- v (@i * )

—ev —4e~2w T
= 1R = — (27 — ™),
We(3.2+4<_3)) 6(6 e ")

b) (i) Pole von f :

22 —4z45 = (2-2)2—445=0<= 2z10=2+1 [1 Punkt]
Residuen von f :
| 1 i
_ _ - 1 Punkt
Resf(0) = G —@e=y 2 ~ 2 1 Punkt]
1 1 g
Resf(z=) = G5 —@s9 ~ =21 ~ 2 [1 Punkt]

(i) Mit C': [O 21 — C, O(t) = (2+ 2i) + 2e~* erhélt man
% f(z = —2mi Res f(2+1i) = —7. [1 Punkt]
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(iii) [3 Punkte| Diejenige Laurent—-Entwicklung von f zum Entwicklungspunkt zp =
2 + 4, die in einer Umgebung des Punktes z* = 2 gegen f(2) konvergiert, erhélt
man wie folgt:

1 1 1
f(z) = z—Q2+i))z=2-19) 2—02+1) z2—(2—1)
B 1 1 B 1 1
2= (241) -+ +R+i—(2—19) z—(2+i) (z—(2+14)+2
1
:z—(2+z‘) 21— ( z(2+2>)
:22(2_ F) Z (z— 2+ Vz:|lz—(2+0)]<?2
0 (_1)k+1

W(g—(2+i))k Vz:lz—(2414) <2
k=—1



