it

n KAPITEL &8: LAPLACE-TRANSFORMATION TUHH

8 Laplace-Transformation

Ausgangspunkt: Die Heaviside-Funktion

2

0  firt<o
u(t) = <

1 fuirt >0

\

besitzt keine Fourier- Transformation.

Denn: Formal bekommt man das unbestimmte Integral

i(w) = J:O e YT dT = % [1 — TIi_)moo(cos(w’t) — isin(w’r))]

das fiir w # 0 offensichtlich nicht existiert.

Beachte: u ¢ L (R).
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Gibt es alternative Integraltransformationen?

Voraussetzung: Ab sofort f(t) = 0 fiir t < 0, so dass formal (wie eben)

g(w):=flw) = J:O f(t)e T dr.

Nun: Um Konvergenz zu erzwingen, verwenden wir konvergenzerzeugenden

Faktor e 2!, fir a > 0, und betrachten stattdessen das uneigentliche Integral

G(w) :J F(T)e **T dt wobei F(t) = e " f(t) fir a > 0.
0

und somit o
Glw) = J f(t)e (eHtO)IT g
0
Beachte: Es gelten (unter Voraussetzungen an f) die (Fourier-)Umkehrformeln

| I -
F(t) = — G(w)e*t dw
2t ),
1 [ :
f(t) = — G(w)el*H@lt qu.
2t )
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Konstruktion der Laplace-Transformation.
Ausgangspunkt: Mit der Umkehrformel

f(t) = EJ G(w)eleHwt g = ZTJ’ J f(t)e~lattwiTelaticolt g qq
0

und der Substitution s = a 4+ iw € C erhalt man mit dem Symbol

[umumzaﬁfa)=Qw)

1

— 00 —00

die Laplace-Transformation

£I0)(s) = | Flx)eT dx = (s)
0
sowie die Laplace-Umkehrformel

1 a-+1o00
(1) J ds)e™ ds = [£(d(s))] (1),

27—“’ a—100
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Die Laplace-Transformation und deren Inverse.

Definition: Falls fiir f das uneigentliche Integral

£(F)](s) = joo f(t)e % dt = b(s)

0

existiert, so bezeichnet man ¢ als Laplace-Transformation von f.

Falls fiir ¢ das uneigentliche Integral

iy 1 a-+1ioo o
L7 (d(s))] (1) d(s)e” ds

27—“’ a—100

existiert, so bezeichnet man L~ (¢) als inverse Laplace-Transformation
von &. Der Integraloperator L~ wird entsprechend als inverse
Laplace-Transformation bezeichnet.

Somit gilt (unter geeigneten Voraussetzungen)

d(s) = [L(f)](s) und  f(t) = L7 (P)(L).
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Zur Existenz der Laplace-Transformation.

Satz: Sei f auf (0,00) 1lokal integrierbar, und es gelte
f(t)] < Me™* fiir alle t > 0

mit geeigneten Konstanten M und y, so existiert die Laplace- Transformation

d(s) = JOO f(t)e” *T dt

0
fiir alle s € C mit Re(s) > .

Beweis: Mit f(t) ist auch e S'f(t) lokal integrierbar, und wegen
e H(1)| = 7RI (t)

gilt mit dem Majorantenkriterium sogar absolute Konvergenz,

J f(t)e *Tdt
0

~Jo Re(s) —v

e Das Infimum aller vy mit obiger Abschiatzung heillt Konvergenzabzisse von f.
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TUHH

Beispiele.

Beispiel 1: Fiir die Heaviside-Funktion

2

0 firt <0
u(t) = ¢
\ ] fuirt >0
gilt
L@ls) = ols) = | e *Tar=—L [Ty =
0 S S

fir Re(s) > 0. In diesem Fall ist yo = 0 die Konvergenzabzisse.

Beispiel 2: Fiir Re(s) > —Re(p) (und somit yo = —Re(f3)) gilt

> 1

£ (e PY)] (s) = JO (P ar = .
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Weiteres Beispiel.
Beispiel 3: Fiir Re(s) > 0 gilt

[L(sin(Bt))](s) = rosin(ﬁ't)e“d’r

0
1 —sr)T=00 S > —sT
= 3 [cos(BT)e ]T:O 3 Jo cos(Bt)e *Tdt
1 S 1 . g1 T=00 i > | —ST
= 5 g e | slrie )

und somit

(1 + ;—i) [L(sin(Bt))](s) = % fur Re(s) >0
Analog zeigt man

S

£lcos(BH))(s) = 752

fur Re(s) >0
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TUHH

Noch ein Beispiel.

Beispiel 4: Betrachte fiir s > 0 (reell und positiv) die Laplace-Transformation

L(t™M)](s) = J e *Tdr
0
so folgt (mit der Substitution & = sT)
o B Nm+1)
_ &, - ..
L(t™)](s) = o Jo Ee  cd& = o fur s > 0,

und somit (fiir n € Np)

n n! iy

L(tM)](s) = ot fur s > 0.
[]
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Laplace-Transformation von Ableitungen.

Erfiillt f fiir f € C' die Voraussetzungen des vorigen Satzes zur Existenz der
Laplace-Transformation, so bekommt man fiir die Laplace-Transformation

IL(f)] (s) = J:O f(t)e 3T dt

mit partieller Integration

oo

(L] (s) = [f(T)e*T] :zgo + SJ'O f(t)e 3T dr,

so dass mit (der angegebenen Voraussetzung) lim._,, f(T)e %" =0 gilt

[L(f)](s) = s - [L(f)I(s) — f(0).

Fiir hohere Ableitungen von f gilt unter entsprechenden Voraussetzungen

n—I1
L) (5) =™ [L(A)(s) — Y s5F T (0).
k=0
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Noch mehr Beispiele.

Beispiel 5: Mit der Substitution kT = £ bekommt man fiir

IL(f(kt))] (s) = Joo f(kt)e *T dt fur k > 0
0
das Resultat

LL(f(kt))] (s) =

Beispiel 6: Es gilt

L(t-f(t))](s) = JOO Tf(t)e *T dTt = _d JOO f(t)e T dt
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TUHH

Verschiebungssatze.

Erster Verschiebungssatz: Es gilt der erste Verschiebungssatz

Ll (1)] (s) = J " fr)e TR dr = [£(F()](s + )
0

fur Re(s) > max(vo, Yo — k). Mit der Riicktransformation erhilt man

L7 (d(s)] (1) = e L (d(s — k)I(t),

Zweiter Verschiebungssatz: Es gilt der zweite Verschiebungssatz

[L(f(t—Kk))I(s) = e € [L(f(t)](s).
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Faltungssatz.

Satz: Fiir die Faltung (Konvolution)

t

(% g)(t) = jo f(t)glt — 1) dr

zweier Funktionen f und g gilt (unter den vorigen Voraussetzungen) die Formel

L(fxg) = L(f)-L(g)

Beweis: Es gilt

r OO

L(fxg)l(s) = (fxg)(a)e *" dt
JO
— h r f(t)g(x—T1)dte ** da
JO JO

KOMPLEXE FUNKTIONEN TUHH, SOMMERSEMESTER 2008 ARMIN ISKE 252
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TUHH

Fortsetzung des Beweises.

Unter Vertauschung der Integrationsreihenfolge bekommt man

LL(f x g)l(s)

J f(T)g(ax — T)e ** dacdt

JO T
f(T)CSTJ gloe —1)e 5(* ™ dac dt
JO T

und weiterhin (mit der Substitution p = o« — T im zweiten Integral)

LL(f*g)](s)

= f(T)e_STJ

= f(t)e” *T dt- J

oo

g(ple *Pdpdr

r OO

JO 0

o0

g(ple P dp

r OO

0

= LL(f)](s) - [L(g)](s)
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Beispiel.
Betrachte die Funktion

1 1 1
Hls) = s3(s2 + w?) T8 2+ w? = Fls)- Gls)

Fiir f(t) = t*/2 (Beispiel 4) und g(t) = sin(wt)/w (Beispiel 3) gilt
LL(T)](s) = F(s) und [L(g)l(s) = G(s)

Mit dem Faltungssatz gilt daher
h(t) ==L~ (H)I(t) = [£7(F- G)(t) = (f = g)(t)

und somit (unter zweifacher Verwendung partieller Integration)

1 t
h(t) = —J 2 sin(w(t—71))dt
Zw 0
B t? B 1 — cos(wt)
- 2w? w4 '
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