il KAPITEL 7: FOURIER-TRANSFORMATION

TUHH

Anwendung auf gewohnliche Differentialgleichung.

Ziel: Bestimme eine Losung der gewohnlichen Differentialgleichung

17

y () +ay'(t) + by(t) = c(t)
die den Wachstumsbedingungen

lim y(t) =0 und im y'(t) =0

It|— o0 |t]|— oo

geniigt. Fourier-Transformation auf beiden Seiten der Gleichung ergibt
(—w? +iwa+b) Y(w) = Clw),

wobei Y = Fly] und C = Flc]. Somit gilt

1

Y(w) =
(w) —w? +1iwa+Db

Clw).

Riicktransformation liefert mit dem Faltungssatz die Losung

L O c(T) iw(t—T)
t) = — .
y(t ZTtJ J —w? fiwat b drdw

— OO — OO0
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Anwendung: Warmeleitung.

Ausgangspunkt: Wir untersuchen die eindimensionale Warmeleitungsgleichung
fiir einen unendlich langen Stsb,

U (x,t) = cuy(x,t) fir —co<x<oo,t>0

u(x,0) = up(x).

Fourier-Transformation bez. der Ortsvariablen x ergibt

Ui (w,t) = cliw)*U(w,t)
U(w,0) = Uplw)

und somit
u(w>t) — uO(w)e_Cth)

wobei U = F[u] die Fourier-Transformation von u = u(-,t) bezeichnet.
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Fortsetzung des Anwendungsbeispiels.

2

Zur Riicktransformation bestimmen wir zunichst das Urbild von e ¢t%™;

—1 —ctw? 1 ([~ —ctw? iwx
F {e ] (x) = o e e'“* dw
J—00
_ V7 (Ve i/ VERIVER ] X2 /(act)) | gx?/(det) gy
- 2n
J—00
_ le—XZ/(4ct) Joo e—([\/aw]—ix/(Z\/C_t))z dw
27 oo
1 —xz/(4ct)

= —F—=¢€ .

2+/mct

Mit Anwendung des Faltungssatzes bekommt man die Losung

w(x,t) = — j e S0 (£) dE,

47ct —00
1 o (x—£&)?2 . .
Der Faktor G(x, &,t) = ——e et heilt Greensche Funktion.
KOMPLEXE FUNKTIONEN TUHH, SOMMERSEMESTER 2008 ARMIN ISKE 236



il KAPITEL 7: FOURIER-TRANSFORMATION

TUHH

Anwendung: Potentialgleichung.

Ausgangspunkt: Betrachte das Potentialproblem auf der Halbebene.

Uyx T Uyy = 0 firxeR,y>0

u(x,0) = up(x).
Fourier-Transformation bez. der Ortsvariablen x ergibt
Uyy (w,y) = —(iw)*U(w,y) = w’U(w,y)

und somit
U(w,y) = Crel®V 4 Cre '@

Da die Losung fiir [y| — oo verschwindet, gilt C; = 0 und somit

U(w,y) = Up(y)e*v.

Es gilt 7! [e"wm} = -L_2Y _ ynd weiterhin mit dem Faltungssatz

2T y2+x
] J > Y
u(x,y) = — uo (&) de.
, Tt —ooyz—l—(x_((—v)z
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Das Theorem von Shannon.

Satz (Shannonsches Abtasttheorem):

Sei f(t) ein bei t = 0 einsetzendes und fiir alle t > 0 definiertes Signal. Durch
f(—t) = f(t) werde f zu einer geraden Funktion auf R fortgesetzt. Weiterhin
erfiille f die Voraussetzungen fiir den Satz iiber die Fourier-Umkehrformel.
SchlieBlich sei das Spektrum von f beschrankt, d.h. fiir ein wo > 0 gilt

ﬂw) =0 flir |w| > wgo > 0.

Tastet man f zu den Zeitpunkten

k
tk:—ﬂ k € Z
Wo

ab, so kann f aus diesen Informationen fiir alle t exakt rekonstruiert werden.
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Beweis: Unter den Voraussetzungen fiir die Fourier-Umkehrformel gilt
1T [P o -
f(t) = —J flw)e*t dw
270 ),
~ : C : :
Setze f(w) zu einer 2wyp-periodischen Funktion fort, mit
AN AN
flw £ 2wo) = f(w).
Dann besitzt die Fourier-Reihe
oo
A Kk T
flw) = E cre @0
k=—o00
die Fourier-Koeffizienten
1 @o AN —1k =
C = —— flw)e "0 ® dw
Zwo — Wy
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Die Fourier-Koeffizienten kann man mit der Fourier-Umkehrformel schreiben als

Ck

f(t) =

_ T <_k£) _ T <k£> _ ™t
Wo Wo Wo Wo Wo

Setzt man die Darstellung von fin die Umkehrformel ein, so bekommt man

e &
_J' Z Ckeiw(t+k7'c/wo)dw

2n —Wo k=——0

] > Wo

1 Z ij el (tkm/wa) g
27 = —wy

1
2 t+k
27 k:Z_OO otk wot + k7 sin(wot + k)
Z f(t sm (wot + k) -
S wot + k7t
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