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6.7 Isolierte Singularitaten

Definition: Eine analytische Funktion f hat in einem Punkt a € C eine

isolierte Singularitét, falls f in einem Kreisring
B:(a)\{a}={zeC:0<|z—a|l <1} fiir v > 0,
definiert ist, aber nicht im Punkt a. []
Beispiele:
e f(z) =sin(z)/z besitzt in z = 0 eine isolierte Singularitat.
o f(z) =1/(1+ z?) besitzt in z = +i isolierte Singularititen.
o f(z) =exp(1/(1 —z)) besitzt in z =1 eine isolierte Singularitit.

e Der komplexe Logarithmus Log(z) ist in C~ =C\ {z € R|z < 0} nicht
definiert. Somit ist der Punkt z = 0 keine isolierte Singularitat von Log(z).

]
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Drei Typen isolierter Singularitaten.

Die Funktion f besitze in a € C eine isolierte Singularitat. Insbesondere ist f
analytisch in B;(a) \ {a}. Dann kann f in B;(a) \ {a} in eine Laurent-Reihe

f(z) = Z Cnlz—a)™
nez

entwickelt werden. Wir unterscheiden drei Typen von isolierten Singularitaten.

Definition: f besitze in a € C eine isolierte Singularitat. Dann heiSt a

e cine hebbare Singularitdt von f, falls in der Laurent-Reihe alle
Koeffizienten c,, mit n < O verschwinden;

e ein Pol der Ordnung m von f, falls in der Laurent-Reihe nur endlich viele
Koeffizienten c,, mit n < O von Null verschieden sind und —m die kleinste
Zahl ist mit c_, # 0.

e cine wesentliche Singularitat von f, falls in der Laurent-Reihe
unendlich viele Koeffizienten c,, mit n < 0 von Null verschieden sind. []
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Beispiel.

e Betrachte die Funktion

e f besitzt eine isolierte Singularitdt in z = 0.
e Wir bestimmen nun die Laurent-Reihe von f um Null.

e Mit der Taylor-Reihe der Sinus-Funktion

22 2 Z

sin(z)=z—§+a—ﬁi...

erhalten wir nach Division durch z # 0 die Laurent-Reihe

sin(z) :1_22 —I—Z4 _26 L
z 3l 51 7!
e Somit ist z = 0 eine hebbare Singularitat von f. ]
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Noch ein Beispiel.
e Wir untersuchen die isolierte Singularitdt z =1 von
1
f(z) =
o Es gilt
1 1 o 1
1422 (z—i)(z+1) z—iz—i+2
T 1 1 1
z—i2i(1+ 1) C 2z—i1—-1i(z—1)
_ 1 1+i(z—i)+ L Z(Z—i)2—|—
o 2iz—i 2 2 o
1 1 o i .
e Somit hat f in z =1 einen Pol erster Ordnung. ]
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Und noch ein Beispiel.

e Wir untersuchen die isolierte Singularitdt z = 1 der Funktion
f(z) = exp(1/(1 — z)).

e Die Laurent-Entwicklung

1 1 1 | 1
exp(]/(]—z)): _ZT]+E(Z——1)2_§(Z——1P+...

von f enthalt unendlich viele Glieder mit negativen Potenzen von z — 1.

e Somit ist z = 1 eine wesentliche Singularitdt von f.
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Singularitaten rationaler Funktionen nie wesentlich.
e Sei f eine rationale Funktion, d.h. mit Polynomen p(z) und q(z), gilt

q(z)

e Dann besitzt f nur bei den Nullstellen von ¢ isolierte Singularitaten.

f(z) = P&

e Sei zp Nullstelle der Ordnung m von q(z), so dass
q(z) = (z —z0)™q1(2)
fiir ein Polynom q7(z) mit q1(zo) # 0. Somit gilt

1 p(z)
(z—2z0)™ q1(2)

wobei p(z)/q1(zg) um zg in eine Taylor-Reihe um zy entwickelt werden kann,

p(z) <« o
(h(Z) —nZ:Oan(Z ZO) .

f(z) =
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Singularitaten rationaler Funktionen nie wesentlich.
e Die Taylor-Reihe

p(z) o n
aiiz) 2 onlzm )™

konvergiert fiir ein v > 0 in dem Kreis B (zg) um zo.

e So bekommt man die Laurent-Reihe

m
Z an(Z — ZO)n_m
n=0

e N ENE S
 (z—zo)™  (z—zo)™! (z—zo)m 2 T

f(z)

die im Kreisring B (zo) \ {zo} konvergiert.

e Wie man an der Form der Laurent-Reihe sieht, ist zp entweder ein Pol oder
eine hebbare Singularitat von f, aber keine wesentliche Singularitat. []
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Werteverhalten bei hebbaren Singularitaten.

Satz: Sei f analytisch im Kreisring B.(a) \ {a}. Weiterhin sei a eine hebbare
Singularitdt von f. Dann existiert der Grenzwert

= lim f(z)
z— Qa

Definiert man f(a) := «, so ist die derart erweiterte Funktion in der vollen

Kreisscheibe B..(a) analytisch. ]
Beweis: Mit der Darstellung

f(z) =) calz—a)*=cotci(z—a)+calz—a)’ +...

n=0
bekommt man sofort den Grenzwert & = co = lim,_, o f(z). Weiterhin gilt
, . f(z) —f(a) . cotci(z—a)+teaz—a)?+...—co

f'(a) = lim = lim

z—a Z—Qa z—a Z— a

. ci(z—a)+ca(z—a)?+...
z—a 7 — a

KOMPLEXE FUNKTIONEN TUHH, SOMMERSEMESTER 2008 ARMIN ISKE 191



i KAPITEL 6: KOMPLEXE INTEGRATION TUHH

Der Satz von Riemann.
Es gilt die Umkehrung des vorigen Satzes, hier in seiner verscharften Form:

Satz (Satz von Riemann): Die Funktion f besitze in a eine isolierte
Singularitat. Falls f in einem Kreisring B.(a) \ {a} beschrankt ist, so ist a eine

hebbare Singularitat von f.
Beweis: Sei f beschrinkt in B.(a) \ {a} mit |[f(z)] < M. Fiir die Laurent-Reihe

f(z) = i Cn(z—a)™

n=—00
verschwinden alle ¢, mit n < 0, denn es gilt die Abschatzung

M
enl < p—n:Mp_“ firn =0,41,42, ...

Fiir n < 0 bekommt man fiir p — 0 den Grenzwert Null.

Somit gilt ¢, = 0 fiir alle n < 0. |
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Werteverhalten bei Polstellen.

Aus dem Satz von Riemann ziehen wir zunachst die

Folgerung: Ist eine isolierte Singularitdt a von f nicht hebbar, so ist f in keiner
Umgebung von a beschrankt. []

Satz: Hat die Funktion f in a einen Pol, so gilt

lim f(z) = oo.
z— Qa

Beweis: Aus der Laurent-Entwicklung von f um a,

C— C—m+1 C-m+2
f — Lk m ik
(z) (z—a)m i (z —a)m—] T (z—a)m—2 T
]
= (z—a)™ [C—m +c_myilz—a)+cmy2(z— a)Z T .. ]
mit m > 0 und c_,, # 0, folgt die Behauptung unmittelbar. |
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Beispiel. Betrachte die Funktion
f(z) (1/2) 1—|—1—|—1 —I—] +
— ex z) = —
P z  2z2 323
e f besitzt in z = 0 eine wesentliche Singularitat.
o Fiir z =x, x reell und positiv, gilt
li 1 =
X@O exp(1/x) = o0
e Fiir z =x, x reell und negativ, gilt
li 1 = —1 =0
Jim exp(1/x) Jim, exp(—1/x)
e Fiir z =1y, y € R, existiert der Grenzwert nicht:
lim exp(1/z) = lim exp(1/(iy)) = lim exp(—i/y)
z—0 y—0 y—0
KOMPLEXE FUNKTIONEN TUHH, SOMMERSEMESTER 2008 ARMIN ISKE 194



i KAPITEL 6: KOMPLEXE INTEGRATION TUHH

Der Satz von Casorati-Weierstrass.

Satz (Satz von Casorati-Weierstrass): Die Funktion f besitze im Punkt
a € C eine wesentliche Singularitat. Dann kommen die Werte von f in jeder

Umgebung von a jeder komplexen Zahl beliebig nahe.

Beweis durch Widerspruch: Sei U = B, (a) \ {a} eine Umgebung von a.
Weiterhin sei wy € C eine komplexe Zahl, der die Werte von f in U nicht
beliebig nahe kommen, d.h. es existiert ein € > 0, so dass

f(z) —wpo| > € fur alle z € U.

Dann ist die Funktion

g(z) = firze U

analytisch in U, und wegen |g(z)| < 1/€ beschrankt.
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Beweis des Satzes von Casorati-Weierstrass.

Somit ist a eine hebbare Singularitit von g, so dass in U die Darstellung

6(2)= Y calz—a"=(z— )™ ¥ cminlz—a)" = (z—aQ)"gi(2)
n=m n=0
fir m > 0 gilt, wobei g7(z) in B.(a) analytisch ist. Daraus folgt die Darstellung
1 ] ]
f(z) =wo + —— =wo + fuirz e U
g(z) (z—a)™ g1(z)
fir f in U. Zusammen mit der Taylor-Entwicklung
1 (0. @]
— bn(z—a)™ fuirze U
e |
erhalten wir die Laurent-Reihe von f in U,
b b
f(z) = ° L fo A bmEWo+bmar(z—a)+...,

(z—a)™  (z—a)m™

im Widerspruch zur Annahme, wonach a wesentliche Singularitat ist. |
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Der Hauptteil einer Laurent-Reihe.
Definition: Sei a eine isolierte Singularitat der Funktion f, und es sei
fz)= Y calz—a)
die Laurent-Reihe von f um a. Dann heif3t die Funktion
1
h(z) = Z Cnlz—a)™

der zu a gehorige Hauptteil von f. []

Bemerkungen:
e Fiir eine hebbare Singularitdt verschwindet der Hauptteil.

e Fiir einen Pol ist der Hauptteil ein Polynom in 1/(z — a).
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Satz: Eine rationale Funktion f, die im Unendlichen verschwindet, ist die
Summe ihrer Hauptteile, f =h; + hy + ...+ hyn.

Beweis: Sei f rational. Dann ist f in der komplexen Ebene bis auf endlich viele

Polstellen z1,...,zn € C analytisch. Betrachte nun die zugehérigen Hauptteile
My C
kn ..
hi(z) = firk=1,... N,
k(2) ; 2

von f. Dann ist die Funktion g = f — Z]]:; hi in C\{z1,...,z.} analytisch.

Da nun fiir jedes z, der zugehorige Hauptteil hy in der Laurent-Reihe von g um
z. wegfallt, ist zi eine hebbare Singularitat von g, firk =1,..., N.

Damit ist g eine ganze Funktion, d.h. g ist analytisch auf ganz C.
SchlieBlich gilt

lim g(z) = lim f(z Z lim hy(z) =0,

Z— 00 Z— 00

somit ist g beschrankt auf C, nach dem Satz von Liouville konstant mit g = 0. l
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